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In seinen Abhandlungen über hyperelliptische 6-Functionen führte 
Herr F. Klein!) neben den 22? von der jeweiligen Zerschneidung des 
algebraischen Gebildes abhängigen #-Functionen 2°? jenen correspon- 
dirende Functionen ein, die mit dem Vorzuge ausgestattet waren, von 
der Beschaffenheit des gerade gewählten Querschnittsystems völlig 
unabhängig zu sein. Bezüglich dieser o-Functionen boten sich nun 
naturgemäss zwei Aufgaben dar, nämlich erstens die genaue Unter- 
suchung ihrer Eigenschaften und zweitens die Feststellung ihres Zu- 
sammenhanges mit den ihnen bei gegebener Zerschneidung der 
Riemann’schen Fläche entsprechenden ®-Functionen. Während nun 
die erste Aufgabe in den Aufsätzen der Herren Klein und Burk- 
hardt?) eingehend’bearbeitet ist, ist die zweite Fragestellung, welche 
bisher noch nicht in erschöpfender Weise erledigt war, auf Anregung 
von Herrn Professor Dr. F. Klein Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit geworden. 

Es ist dem Verfasser eine angenehme Pflicht, bei dieser Gelegen- 
heit seinem hochverehrten Lehrer seinen ehrfurchtvollsten Dank für 
das stets so wohlwollende Interesse an dem Fortgange der Arbeit 
auszusprechen. 

Ueber den Plan der Untersuchung äussern wir uns am besten 
am Schlusse des ersten Abschnitts, nachdem wir vorerst den Leser 
zwecks Erleichterung des Verständnisses mit den Vorbegriffen und 
Bezeichnungen bekannt gemacht haben, welche die Grundlage unserer 
Entwicklungen ausmachen. 


1) Mathem. Annalen Bd. 27, p. 431 ff. — Ebenda Ba. 32, p. 351. 
2) Ebenda BJ. 32, p. 381 ff. 


I. Abschnitt. | ; 


Vorbemerkungen. 
Sk 
Die Integrale I, IL, und III. Gattung. 
Das durch 
"= fon +2(%) 


definirte algebraische Gebilde wird vorgestellt durch eine zweiblättrige 
Riemann’sche Fläche mit (2p-+2) Verzweigungspunkten k, , k,,-""kepnte. 
Um diese (2p + 1)-fach zusammenhängende Fläche auf eine einfach 
zusammenhängende und zugleich einfach berandete Fläche zurück- 
zuführen, müssen wir ein System von 2p canonischen Querschnitten 
A, As, '', Ay; Di, Da, *: ; Dy nebst den zugehörigen Verbindungs- 
stücken Oi, Oa,53, *'', %—ı,, anbringen. Ein solches Schnittnetz 


X BD 


kann auf verschiedenste Weise ausgewählt werden. Wir wollen, theils 
aus Bequemlichkeitsrücksichten, theils um eine bestimmte Grundlage 
für alles Folgende zu besitzen, das durch die beigefügte Zeichnung 
verdeutlichte Schnittsystem wählen, dessen Construction folgender- 
massen ausgeführt wird‘): Man verbindet zunächst die Punkte k, und %,, 
k,.und k,,.---- ‚ kop+ı und Äkg,+2 durch Verzweigungsschnitte, zieht 


1) Dieses Schnittnetz ist von dem in den Ann. Bd. 32, 35 und 36 benutzten 
Querschnittsystem verschieden. 
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dann um %, und k, herum einen nur den ersten Verzweigungsschnitt 
umschliessenden Querschnitt A, und endlich, von einem beliebigen 
Punkte von A, ausgehend, einen Querschnitt B,, der seinerseits A, 
nur in jener Ausgangsstelle trifft und sonst alle Verzweigungspunkte 
ausser k, und Äg,--s umschliesst. In analoger Weise werden die 
Paare A,, B,; ----- ‚Ay, D, eonstruirt. Behufs Herstellung der ein- 
fachen Berandung werden diesen Linien schliesslich noch die im 
Uebrigen belanglosen Linien Cs hinzugefügt. An jedem der so ge- 
zogenen Schnitte ist ein positives und ein negatives Ufer zu unter- 
scheiden; über die diesbezügliche Festsetzung giebt die Figur Aufschluss. 


Die p zu diesem algebraischen Gebilde gehörigen Integrale 
I. Gattung sind definirt durch: 


& 
‘py—a,a—1i 
2 2; (2dz) 
; Pr ak — & 2 BIRD) 
( ) W_ 4 


Ve +2) 


Yy 
Ihre Perioden an den Schnittlinien A;, B; werden mit ®.,; resp. ®@ap-i 
bezeichnet, so dass dieselben sich dem folgenden Schema entsprechend 
anordnen: 


% 


A, et A, B, IEEEn oe B, 
w; TESTEN SU ATE Ya 9ip |Rıp +ı Qip-+2|°°°° 012» 
(2) 921 ER EEE On I@op-tı|@gap-+2| 092» 
Wp Ä Op1 EN ER Op | Rpp+1)Opp+2| °""' Op2p 
| 


Hierbei verabreden wir ausdrücklich, dass jede Periode ® allemal mit 
positivem Zeichen in Rechnung gebracht wird, wenn die Ueber- 
schreitung des Querschnitts in der Richtung vom negativen zum posi- 
tiven Ufer hin erfolgt; bei jeder im entgegengesetzten Sinne erfolgenden 
Querschnittsüberschreitung aber greift das negative Vorzeichen Platz. 


Den p Integralen w. stellen wir p lineare Combinationen der- 
selben, die p Normalintegrale I. G. v,, ds, *-, v,, gegenüber. Die 


Re, yes 


sind normirt durch die Bedingung, dass sie an den unverändert ge- 
lassenen Querschnitten A, D die folgenden Periodicitätsmoduln be- 
sitzen sollen: 


A, A, + As B, D; He. 22 7B, 
| | | | 
v, 1 Ö Ö Pr, 91a 27% 
(3) Üg 0) 1 ee ar 0) Tyı Ty9 En ER T2» ’ 
%p 0) (0) ee ekge 1: Tpi Ty2 one Typ 


dabei ist 5. =r,;. Der Zusammenhang der w und v wird durch 
die folgenden p linearen Gleichungen gegeben: 


(4) Wa = @aı %y 4 Was d%y +: + @ap%n Gel 


so dass die Auflösung dieses Gleichungssystems: 
. 


e—=» 
1 
(5) | > Aula P=1,2,..,P) , 


GH 
0,1, @j2,°'', @1p | 


091, O9, ''" @2p 


ergiebt, wenn unter A die p-gliedrige Determinante 


[er per Yet Ve ea 


| 09p1,0p2,°'" @pp 
und unter A.s die zum Elemente &.s gehörige Unterdeterminante 
(p — 1)ter Ordnung verstanden wird. 


Den » Integralen I. G. correspondiren p Integrale II. G., mit 
denen wir uns im zweiten Abschnitt noch eingehender befassen 
werden; nur soviel sei hier hervorgehoben, dass diese Integrale 
II. G. stets nur algebraische Unstetigkeitspunkte, (entweder einen 
einzigen, oder mehrere distincte), besitzen und dass die Periodieität 
dieser resp. mit Z,, Zs, '": Zn, bezeichneten Integrale von der be- 
sonderen Lage der Unstetigkeitsstellen völlig unabhängig ist. Die 
Perioden der hier nicht näher definirten Z, an den Schnitten A, B 
sind aus folgendem Schema zu entnehmen, wobei zu beachten ist, 
dass sie auf lauter vom negativen zum positiven Ufer hin erfolgende 
Querschnittsüberschreitungen bezogen sind: 


A, | A, | au A, | B, | ee Aue B, 
ee N Ip mar — 12» 
(6) Zn PN —Nap I Mo+1 0 2292| "7° — N32p 
-Zp NT u Fe Non IH Neon Ei 7 Nop- 22 cs" — Np2p 


Drittens ist das EEERRHENN normirte Integral Ill. G.“ 


Col ar f rnggrun (ea2) (#42). 
A DIOR ZIEH 


wo F(zz) die (p + 1)te Polare von f(z) nach 2’ bedeutet, zu ver- 
zeichnen, welches nur mit logarithmischen Unstetigkeiten behaftet 
ist und von den Argumenten x, y sowie den Parametern «, y' ab- 
hängt. Ersetzen wir die beliebigen Punkte «, y" insbesondere durch 
die zu den Argumenten conjugirten Werthe &, y, so gewinnen wir 
die specielle Form: 


227 
Yy? 
mit deren Hülfe wir die sog. „Primform“ 2(x,y) folgendermassen 


definieren:!) 
x Y 


(8) PIC ERIC. 2) 
Vie) vo) 


2. 
Definition der Functionen 0 und 9. 


Von den im vorigen Paragraphen aufgeführten Ausdrücken ge- 
langen wir leicht zu den „o-Functionen“. Nur müssen wir bemerken, 
dass wir in der Folge, sofern nicht etwas anderes gesagt ist, unter 
w„ nicht ein einzelnes Integral, sondern eine v-gliedrige Integralsumme 
verstehen wollen, nämlich 


(9) ne 


1) Näheres s, bei F. Klein: Mathem. Ann. Bd. 32 p. 367 und H. Burkhardt: 
ibid. Bd. 32 p. 414 ff. 
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Jedes Element der rechts stehenden Summe bezieht sich auf den- 
selben Integranden: Be 
2 


Vvr@ 
Desgleichen bedeuten dann die v, die aus diesen w nach den Formeln (5) 
abgeleiteten Ausdrücke. 
Die Zahl v der rechts stehenden Integrale darf mit Rücksicht 
auf die Definition der o-Functionen nicht unter einen gewissen Werth u 
sinken, mit dem es folgende Bewandtniss hat: Man denke sich die 
Ras Grundform fep +2(2) auf alle möglichen Weisen in zwei 


Theilformen Ge 1 84(2): und Y, +1+24(%) 


zerlegt, dergestalt, dass u der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2-... bis 
p 


hin zu der grössten in —-— enthaltenen Zahl annimmt. Dann er- 


hält man im Ganzen 2°? Ba. solche Zerspaltungen von fa), +2. 
Nach diesen Vorbereitungen bilde man zu einer jeden der 227 
angedeuteten Zerfällungen den folgenden Ausdruck:') 


(10) s(w,, ae 1) 0 [8% 4 31279 am; Y, y', Sn: y”] 
{ 1 
ar 
= m — Dev U, 
wo: 


(1) M= [1 lea.» 
III,» III 2 III 20% 


und?) 
gr tra—1 Vy(@), 2 tru—2 x. Vo), “a 

a Ve a 

„orte-i Vo@ß), a A (nr tum LOVE), a tum Vo (oe 9); 
; mE er VV (a) (x), Da) er. "Vv (a) 

12) D— en re 
— yrtretyo(y), - tr Vo@W),, — tet yoly); 
u: Vo). en, we vo 
HI Y, Vo a. Von Fr); 

N ; Sm Mir > 
TTV), TV) 


1) 8. F. Klein: Math. Ann., Bd. 32, p. 367 und 368; Glgen. (50), (51), (62), (83). 
2) Wegen Raummangels musste jede Horizontale der Determinante ge- 
brochen werden. 
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ist. Hiermit sind die 6-Functionen, deren sich 2°? aufstellen lassen, 
definirt. 

Die Haupteigenschaften der 6 geben wir in folgenden Sätzen an: 

1. Jedes 6 gehört zu einer bestimmten Zerspaltung f=9-vY; 
je nachdem p = 0 oder = 1 (mod 2) ist, ordnen sich die 6 nach 
der Zahl u in = (p + 2) resp. -(p + 3) Gruppen. 

2. Die 6 hängen, obgleich ursprünglich als Functionen der Punkte 
-z und % definirt, doch nur von den Integralsummen w,, ..., w, ab. 
Sie sind sowohl eindeutige ganze Functionen der w, als auch ein- 
deutige ganze Functionen der Üoefficienten von p und Y. 
Ä 3. Die 6 sind gerade oder ungerade Functionen der w, je nach- 
dem die zugehörige charakteristische Zahl u gerade oder ungerade ist. 

4. Jedes zur Zerspaltung f= &+1—-2u'W%p+ı+r2u gehörige 6 
verschwindet u-fach für das Werthsystem (w,, %3,...,%) = (0,0, ....,0). 

5. Sämmtliche zu u = 0 gehörigen 6 bleiben für dieses Werth- 
system von 0 verschieden und reduciren sich, in Folge zweck- 
mässiger Wahl des numerischen Factors, auf 1. 

6. Die 6 lassen Potenzentwicklungen zu, welche nach ganzen 
positiven Potenzen der w.„ fortschreiten. 

7. Eine solche Potenzreihe muss nach (5) mit einem Term 
wter Dimension in den w beginnen, für u = 0 also insbesondere mit 1. 

8. Jeder Term der Potenzentwicklung ist ferner eine simultane 
rationale ganze Invariante der drei Formen ,+1-—2u(2), %p +1-+2u(2) 
und %»-ı(2), deren letztere eine Hülfsform vorstellt, welche die 
p Ausdrücke w. folgendermassen zusammenfasst: 


13) wart — (Pl, HP MW — 
es gilt dabei allgemein das Gesetz, dass der (o + 1)te Term der 
Entwicklung vom Grade (u + 20) in den Coefficienten von %, (also 


den w,.), vom Grade (u + e) in denen von p und vom oten Grade in 
denen von » ist. Demnach gilt für das einzelne 6 die Entwicklung; 


“+20 ute 0 
(14) 9u(W,, 2 %,) = >} w; 9, ). 
| 0,1, 2... | 


9. Besonderes Interesse hat für uns später der Fall w=0. Dort 
lautet die Reihenentwicklung: | 


20 0 0 
6u—0o(We) Ser 1 En 5 h W, p, ) 
EEE 
oder ausgeschrieben: 


| ie el | 
(15) Gu—o(We) —1 rc I; [(w,, Wy,'*', W,)a; p, u = RE ’ 


wo I, das Glied zweiter Ordnung in den w bedeuten soll. 


Er 


10. Bei Vermehrung der Argumente um ein System simultaner 
Perioden, etwa @,,, @yr, ****, @p,, nimmt jedes 6, abgesehen vom 
Vorzeichen, folgenden Factor auf: 

i=» 
(16) Du 
Be { 

11. Die 6 sind von der besonderen Beschaffenheit des Quer- 
schnittsystems unabhängig; bei linearer Periodentransformation 
nehmen sie keinen von den Perioden abhängigen Factor auf, sondern 
permutiren sich glatt. 

12. Es ist ferner in Betracht zu ziehen die Vermehrung der 
Argumente um Periodenhälften; die hierfür gültige Formel nehmen 
wir, da sie bisher nicht entwickelt war, in diesem Bericht über be- 
reits bekannte Dinge nicht auf, sondern bringen sie erst weiter unten 
zugleich mit ihrer Herleitung.') : 

Den 6-Functionen stehen gegenüber die in gleicher Anzahl vor- 
handenen #®-Functionen. Bei gegebener Zerschneidung der 
Riemann’schen Fläche sind sie als Functionen der im $ 1 erklärten 
Normalintegrale I. G. v, und deren Moduln z.s durch folgende Formel 
definirt: 


(17) a Io, ** „ 27) rent %»; Taß) 


» p D 


5 2 Ia hı 
a > Dplme +) (ms+ ei, ur 2. (mu = ,) ( Ze :) 
A 1 


Hierin bedeuten die g und h ganze Zahlen, deren Werth O oder 1 
[resp. = 0 (mod 2) oder =1 (mod 2)] sind, so dass diesen beiden 
Möglichkeiten entsprechend die Anzahl der #-Functionen gleich 2°? 
ist. Den jeder #-Funetion bei gegebener Zerschneidung des algebra- 


ischen Gebildes eigenthümlichen Zahlencomplex el nn bezeichnet 


hy, 
man als die „transcendente Charakteristik“ der betr. $-Function. 
— Bezüglich der Convergenz der rechter Hand stehenden p-fach un- 
endlichen Reihe ist zu bemerken, dass dieselbe dann gewährleistet 
ist, sobald die in den m. ı Form: 


> MaMsdes 


1) S. $ 20 der vorliegenden Abhandlung. 


(18) 


KM 


ee DaB 


deren Coefficienten bag die imaginären Bestandtheile der $-Moduln Taß 
sind, definit und positiv ist. 

Von den wesentlichsten, übrigens bekannten Eigenschaften der 
9-Functionen müssen wir folgende hier erwähnen: 


1. Die einzelne $-Function ist eine gerade oder ungerade Function 
a—=1 
der ©, %g,**-, %, je nachdem > Galle = O (mod 2) oder = 1 (mol 2) 


Pl, 


ist; denn es besteht die Relation: 
p 
&Ia "a 


(19) Ar) (9, 9,,9)=(-1) ! MEN 


Ayyiy Ayyrlig 


2. Bei Vermehrung der Argumente um ein System simultaner 
Perioden nimmt die einzelne #-Function, allgemein zu reden, einen 
Exponentialfactor auf. Dies Verhalten lesen wir ab aus den Formeln: 


(20) a a +1, )=(— 1) - RE Day" op). 


Adi hy 


Ayyrtt, 


(21) ER (v, ei: Tıay' a Ua r Tao; En %p + 9) 


Is tylim 
| $, nl: be ee) 
—— UT pa ) FH: Bo ) th) 
= (— 1) [& & 2 DR UTERBEET??) (2; B) Ur “ ER: 
Ayyeeydiy 


3. Wachsen die Argumente um ein System halber Perioden, 
etwa um 


‚?T ‚T 2 ’ T, 1 ’ au ı DR 
(9 — Er Ya en —- untl ake + 9 + 5he) (ae=1,2, er 
wobei die g’, h’ wieder =0 oder =1 (mod2) sind, so kann die für 


diese erweiterten Argumente geschriebene #- Hanchon ersetzt werden 
durch das Product eines Exponentialfactors in eine andere #-Function, 
welche für die ursprünglichen Argumentwerthe gebildet ist, und deren 
Charakteristik sich in einfachster Weise aus den g, h und g’, W 
zusammensetzt; es drückt sich dies Verhalten durch folgende 
Formel aus: 


(22 ru (da + Er: + hu) 
| BP 


a—=pß—=p g’g’ el F ; % 
— in > a: > 1 ( 4 a) 
er e e—=1ß= u = D Sf 3 (de). 


7 h’ 
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Die in dieser Relation ruhende Eigenschaft der $-Funetionen wird 
für unsere späteren Schlüsse noch eine fundamentale Bedeutung ge- 
winnen.t) 

4. Jede der 22? $-Functionen genügt den folgenden zuerst von 
Riemann?) angegebenen Differentialgleichungen: 


9,2900) a 09 (v,, 2.35) 
(23) 2 Bir 
ld, ,9,) KLICHEe ieh 
00,0, zen Ödgg 2 (eS 0) 


5. Die sämmtlichen ® ordnen sich, je nachdem p =0 oder 
= 1 (mod 2) ist, n >(p-+ 2) resp. >(p + 3) Gruppen. Die in die 
erste Gruppe gehörigen 9 bleiben für die Nullwerthe der Argumente 
ö%. von Null verschieden, die 9 der zweiten Gruppe verschwinden für 
das‘ Werthsystem (®,, ...;%) = (0,..., 0) einfach, u. 2.1... Da: 
gleiche Verhalten hatten wir oben bei den o-Functionen namhaft ge- 
macht, indem wir damals auf die verschiedenen Zertheilungen der 
Grundform fep 2 in zwei Theilformen @ und % zurückgingen. Diese 
Öorrespondenz geht aber noch weiter; denn es umfasst jede Gruppe 
bei den #-Functionen genau ebenso viele Elemente wie die ent- 
sprechende Gruppe der o-Functionen; oder anders ausgedrückt, es 
giebt ebenso viele r-fach verschwindende #-Functionen wie r-fach 
verschwindende 6-Functionen. 

6. In Uebereinstimmung mit diesem hier nur in kurzen Umrissen 
geschilderten Verhalten correspondirt bei gegebener Zerschneidung 
der Fläche einer jeden r-fach verschwindenden #-Function eine ganz 
bestimmte ebenfalls r-fach verschwindende o-Function und umgekehrt. 

7. Bei Uebergang von einem canonischen Querschnittsystem zu 
einem anderen canonischen Schnittnetz ändert sich diese Zuordnung, 
indem bei Ausführung der dadurch gegebenen „linearen Perioden- 
transformation“ die $#-Functionen sich permutiren, während die 
6-Functionen als Gebilde, die vom Querschnittsystem unabhängig sind, 
durch die Umwandlung des Schnittnetzes nicht beeinflusst werden. 

8. Für die Correspondenz der o- und ®#-Functionen besteht eine 
typische, zuerst von Herrn Klein aufgestellte Formel?). Diese 
Relation ermöglicht uns, bei Zugrundelegung der 6 die jeweils corre- 
spondirenden ® wirklich zu finden, und umgekehrt auch die Her- 


1) S. insbesondere $ 18 dieser Arbeit. 
2) Riemann: Gesammelte Werke, Abelsche Functionen $ 25. 
3) F. Klein: Math. Ann. Bd. 32, ‚p. 376, Glg. 73. 
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leitung der 6 aus den ®, sofern wir die Auswahl eines Schnittnetzes 
bereits getroffen haben. 


Wir werden im folgenden Paragraphen auf die beregte Formel 
näher eingehen. 


SE 
Allgemeines über den Zusammenhang der 0 und 9. 


Die von Herrn Klein angegebene Formel lautet: 


G (0,0). GpwlWir.-.,%). 


hust yäig 


(24) a ae UT e 


Es treten rechts zwei bisher nicht erklärte Ausdrücke auf: C,, und 
G, (W},...,%p). Die Erklärung dieser Grössen erfolgt zweckmässig 
zugleich mit der näheren Begründung der Gleichung (24). 


Will man aus dem 6 das correspondirende ® herleiten, so muss 
man sich vor Allem vergegenwärtigen, in welchen Eigenschaften die 
9» und 6 sich noch wesentlich unterscheiden. Die nähere functionen- 
theoretische Betrachtung lehrt, dass zwei wichtige Unterscheidungs- 
punkte existiren. Erstens nämlich zeigen die beiderlei Functionen 
verschiedenartiges Periodieitätsverhalten, insofern bei Vermehrung der 
Argumente um ein System ganzer Perioden die 6 einen anderen 
Exponentialfactor aufnehmen als die ® und zweitens genügen die 6 
nicht den unter (23) genannten charakteristischen Differential- 
gleichungen, welche die # befriedigen. Daher wird zweierlei erforder- 
lich sein, wenn man von den 6 her zu den ® gelangen will. 
Zunächst hat man nämlich für die Ausgleichung der Periodieitäts- 
eigenschaft zu sorgen. Das erreicht man dadurch, dass man sämmt- 
lichen 6 einen und denselben Exponentialfactor beifügt, dessen Ex- 
ponent quadratisch und homogen in den w. (resp. v.) ist. Nach 


7 


Herrn Klein hat dieser Multiplicator den Werth e%, wo 


9,1 0,9 @,p w, 
O1 099 "@0gp %s 

1 Fe: R 
9p1 O0 p9 Opp %Wp 


Der Exponent G,(w.) kann dadurch, dafs die Determinante nach 
den Elementen der letzten Horizontale und Vertikale entwickelt wird, 
eine für unsere spätere Entwicklung bequemere Gestalt gewinnen, 
nämlich: 


SE ER) 
(26) G,(Ww,, a %,) — — — x DE Dr ApylayWalog- 
1 1 1 

In Bezug auf die Variabeln v, w ist jetzt alles in Ordnung. Wir 
müssen aber noch, um eine Function zu erhalten, welche die Differential- 
gleichungen (23) befriedigt, dem Product (e% - 6) einen Factor Oyy 
hinzufügen, der nur von den Gonstanten der Riemann’schen Fläche 
abhängt und mithin erst dann den Charakter einer veränderlichen 
Grösse erhält, wenn das Querschnittnetz oder die Lage der Ver- 
zweigungspunkte irgendwie verändert wird. 

Das Product 0, ee 
besitzt dann genau dieselben Eigenschaften wie die hyperelliptische 


%-Function mit der Charakteristik (1 e en ”) und stimmt mit einer 
1% p 


solchen nach Festlegung eines geeigneten numerischen Factors ge- 
radezu überein. Hiermit ist die fundamentale Gleichung (24) erklärt. 
Diese Relation enthält zugleich den eigentlichen Ausgangspunkt für 
unsere Untersuchung, indem sie zu der Behandlung einer bisher noch 
nicht völlig durchgeführten Aufgabe auffordert. | 

Von jenen beiden zutretenden Factoren ist nämlich nur der eine, 
e*, fertig ausgerechnet, und zwar, wie eben angegeben, von Herrn Klein 
selbst, während für den Werth des zweiten Factors, der nur in zwei 
einfachsten Fällen aus einer Arbeit von Herrn Thomae'!) entnommen 
werden kann, nur erst eine sehr wahrscheinliche Vermuthung seitens 
Herrn Klein?) vorlag. Es soll unsere Aufgabe sein, den Werth dieses 
Factors allgemein festzustellen. Der numerische Factor bleibt auch in 
dieser Arbeit noch unbestimmt. 


S4, 


Die Bedeutung der Constanten C,- 


Bevor in die eigentliche Untersuchung eingetreten wird, soll 
zunächst gezeigt werden, wie sich die Cyy durch die zugehörigen 
6 und # selbst ausdrücken. | 

Nehmen wir zuerst einmal den Fall «= 0 vor, so haben wir 
mit einem 6,, und einem zugehörigen 9 zu thun, welche beide 
für das Werthsystem : 


(w;, Woyer ln, %,) = (0, Pi) 0) [resp.: (v,, Vo, 9 0) AR: (0, 3) 0) 
von Null verschieden bleiben. Das betreffende 6 reducirt sich für 


1) J. Thomae: Crelle’s Journal Bd. 71, p. 201. 
2) F. Klein: Math. Ann. Bd. 32, p. 377, Glg. 75. 
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dieses besondere Werthsystem auf 1; was aber wird #(0, »--, 0)? 
Die Antwort ist leicht gegeben; denn, da e®'% = 9 — 1 wird, so En 
@7) 80,0) 


Dieses Ergebniss begleiten wir mit den Worten: „Bei den für ver- 
schwindende Argumentwerthe nicht verschwindenden #-Functionen 
haben die zugehörigen O,, die einfache Bedeutung des “Nullwerthes’ 
der betreffenden #9.“ | 

Für «>60 ist die analoge Deutung etwas complieirter. Wir 
müssen dort, allgemein zu reden, zu wten Differentialquotienten auf- 
steigen, da ja die betr. ® und 6 u-fach verschwinden für verschwindende 
Argumente Dann finden wir, dass für beliebiges u > O die Be- 


ziehung gilt: 
0" (v,) 
= BO OD Ben 0v,, | 


u>0)_ 0,0,--.,0 RR 
EEE: R ji w, 
& 
il u oa) 
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Diese Gleichung enthält als Specialfall auch den besonders er- 
wähnten Fall u = 0. Dies ist ohne Weiteres ersichtlich. Die haupt- 
sächliche Vereinfachung, welche bei u = 0 Platz greift, ist nur eben 
darin begründet, dass das Anfangsglied der Potenzentwicklung der 
zugehörigen o-Functionen gleich 1 ist, und in Folge dessen auf der 
rechten Seite von (28) für u=0 jeder Nenner wegfällt, während 
der Zähler unmittelbar (0, 0, - -, O) liefert. 

Im Anschluss hieran geben wir noch eine Eigenschaft der 
Oyy an. 

Da die einzelne #-Function selbst von den Argumenten v. und 
den Moduln 7.s abhängt, die insgesammt absolute Covarianten, resp. 
absolute Invarianten der Grundform fep +2, und somit Rum der 
Partialformen @ und % sind, so muss die #-Function selbst absoluten 
Invariantencharakter RER und somit von der nullten Dimension 
rücksichtlich der Coefficienten von @ wie auch % sein. Hieraus er- 
giebt sich, da die Dimension des 6 u. s. w. in den Üoefficienten der 
Theilformen oder in deren Nullstellen anderweitig bekannt ist, der 
folgende Satz für die C,y:') 

„Das einzelne C,, ist in den Coefficienten von 91-2. vom 


(29) (- 


u u 
5) ten, in denen von %y,-Lı-r2. vom (+ 5)ten Grade.“ 


1) F. Klein: Math. Ann. Bd. 32, p. 377. 
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Insbesondere ergiebt dieser Satz für u—=0: 


„Der Nullwerth eines für verschwindende Argumente von Null 
(30) verschiedenen & ist in jedem der (2p + 2) Verzweigungswerthe 
von nullter Dimension.“ 


Nach diesem Excurse über die Bedeutung der O,, kehren wir 
zu der eigentlichen Fragestellung zurück, um uns in nächster Instanz 
über die auf die CO, bezügliche, bereits vorhandene Litteratur zu 
orientiren. | 


SD. 
Historisches über die C,,; zunächst u —Ö. 


Das Problem der Berechnung des #-Nullwerthes findet sich zuerst 
formulirt in Riemann’s Abhandlung über Abel’sche Functionen (Ges. 
Werke p.131), wo gleichzeitig die auch hier benutzte Methode für die 
Lösung dieser Aufgabe in kurzen Worten angegeben ist. Indessen war 
es Riemann selbst nicht vergönnt, das Problem zu erledigen; vielmehr. 
wurde dasselbe kurz nach Riemann’s Hinscheiden Gegenstand mehrerer 
Arbeiten von Herrn Thomae, die abgesehen von zwei kürzeren, auf 
die Fälle = 1 und p = 2 bezüglichen Notizen!) in Crelle’s Journal 
(Bd. 66, 71, 75) veröffentlicht sind. Diese Untersuchungen betreffen 
zum Theil den allgemeinen Abel’schen Fall (Bd. 66 und 75), zum 
Theil aber den allgemeinen hyperelliptischen Fall. Im Bd. 66°) 
stellt Herr Thomae nämlich mit Hülfe der unter (23) genannten 
charakteristischen Differentialgleichungen der #-Functionen den in den 
Differentialen der Classenmoduln linearen Ausdruck für dlog &(0,0--0) 
auf, dessen Üoefficienten, wie bereits Riemann betont hatte, aus 
algebraischen Functionen und Integralen algebraischer Functionen 
bestehen. Die Integration dieser Gleichung, also der Uebergang 
zu log ®#(0, 0--0) und damit zu #(0, O, --, 0) selbst, wollte aber 
damals für den allgemeinen Abel’schen Fall nicht gelingen. Nur für 
den allgemeinen hyperelliptischen Fall (einer zweiblättrigen Riemann- 
schen Fläche mit beliebig vielen Verzweigungspunkten) vermochte 
Herr Thomae die Durchführung der Integration alsbald vollständig 
zu geben (Bd. 71).?) Auf den Abel’schen Fall kam Herr Thomae 
später im Bd. 75*) zurück, um dort die Integration der bewussten 


1) 8. Schlömilch’s Zeitschrift für Mathem. und Physik, Bd. 11, p. 427f. 

2) J. Thomae: Crelle’s Journal, Bd. 66, p. 92f. 

3) Ders.: Crelle’s Journal, Bd. 71, p. 201ff. (Beitrag zur Bestimmung von 
(0,0, ---, 0) durch die Classenmoduln algebraischer Functionen). 

4) Ders.: Crelle’s Journal, Bd. 75, p. 224ff. (Beitrag zur Theorie der Abel- 
schen Functionen). 
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Differentialgleichung mit der Construction einer algebraischen Function 
von bekannter Verzweigungsart und mit gegebenen Null- und Un- 
endlichkeitsstellen in Verbindung zu bringen. (Neuerdings hat Herr 
Klein den allgemeinen Fallp=3 erledigt; vgl. Math. Ann. Bd. 36: 
„Zur Theorie der Abel’schen Functionen“.) | 

In engem Zusammenhange mit den Thomae’schen Arbeiten steht 
die Publication von Herrn Fuchs!) im Bd. 73 von Crelle’s Journal, 
in der die von Herrn Thomae im Bd. 66 entwickelte Gleichung 
einer Transformation unterworfen wird, und überdies der allgemeine 
hyperelliptische Fall eine nochmalige Behandlung erfährt. 

Soviel zunächst über die das #(0, 0, :- -, 0) betreffende Litteratur. 
Indem wir jetzt zu einem kurzen Bericht über die von Herrn Thomae 
zur Ermittlung des #(0, 0, - --, 0) angewandten Methode übergehen, 
beschränken wir uns, wie es unserem Thema entspricht, von vorn- 
herein auf die Erörterung des hyperelliptischen Falles. Wir setzen 
dabei zunächst u = 0 voraus 

Den eigentlichen Ausgangspunkt der Thomae’schen Untersuchung 
bildet die zuerst bei Riemann auftretende Gleichung: ?) 


o=p € 


=» 
(31) dlog (0, er, 0) "FE >= Bi Be > = a0) dTog ,„ =e) 
9» 


o—1 e=1 


welche die Eigenschaft hat, dass die rechts auftretenden Üoefficienten 
der dr,a durch Integrale algebraischer Functionen ausdrückbar sind. 
' Dazu ist aber zuvörderst eine Umformung dieser Coefficienten er- 
forderlich, die man leicht mit Hülfe der fundamentalen Relationen 
(23) bewerkstelligt. Es ergiebt nämlich die directe Rechnung, dass 
für alle $-Functionen, welche einen von Null verschiedenen Nullwerth 
besitzen, aus jenen Gleichungen die folgende speciellere Beziehung 
fliesst: 


2 log (0, 0,---0) 1° /@log®(v,,:-,v,) 
(32) OT ' -,.;( AN ’ 2), 
vg P S Mae 


Mithin wird hiernach: 
1 ‚(log 9 (w) 
83) d1088(0,0,..0- 00, 0%, Dun..." Tree 


Untersucht man nun nach dieser Umgestaltung den Coefficienten 
des einzelnen dr,,, so findet man zunächst betreffs der ersten Ableitung: 
ö log # (v) 

Base 


Eise 


Ba; wenno —_' 
20 y=2ı n 0 z ®, 


1) Fuchs, Crelle’s Journal, Bd. 73, p. 320ff. 
2) Riemann: Gesammelte Werke; Abel’sche Fct. Nr. 25. 
2# 


a 


dass dieselbe, als Function einer beweglichen Stelle der Fläche be- 
trachtet, an allen 2p Querschnitten, ausser an einem, die Periodieitäts- 
moduln O hat und ferner in einer endlichen Anzahl von Punkten 
algebraisch unendlich wird.') Demgemäss hat dieser Ausdruck den 
Charakter eines Integrals II. G., und es muss also, wenn irgend 
welche Normalintegrale II. &. ausgewählt sind, das zu durch 
eine passende Combination dieser Normalintegrale in Verb 
mit einer allenfalls hinzutretenden algebraischen Function darstell- 
bar sein. 


Ist diese Ausdrucksweise von N gefunden, so erhält man 


hieraus nach Ausführung der zweiten Differentiation 

0? logo) 

( 0 d, 0V g’ ) ; 
dessen Nullwerth gerade der Coefficient von dr,,y ist. Es würde als- 
dann der gewünschte Ausdruck für die rechte Seite der Gleichung (33) 
gewonnen sein. Will man jedoch den Nullwerth #(0, 0, - -, 0) nicht 


als Funnetion der r;,, sondern schliesslich als Function der (2p +2) 
Verzweigungspunkte darstellen, so sind die Differentiationen nach 


den T;„. noch durch diejenigen nach den %,, ..., Äap-+2 zu ersetzen. 
Dadurch ändert sich (33) wie folgt: 
2pt+2 » BAT, 


5 0? log #(v) 
6 d log (0, 9: — Ami DD ( 0%, Öv, ne 0,- äh, dl. 


Es handelt sich mithin noch um die Berechnung von 


To, 
Fr 
Dazu hat man abermals die Theorie der Integrale II. G. heran- 


g% | 
dem Verzweigungswerth %, differentüirten Normalintegrals I. G. an 


zuziehen. Denn ist nichts anderes als die Periode eines nach 


0v 
einem der Querschnitte 5. Das betreffende -—- ;, aber hat die folgenden 
Eigenschaften: An allen Querschnitten A es die Periode OÖ; 


Tr 
Ok,’ 
und überdies wird es im Punkte %,, und sonst nirgends, in leicht 
angebbarer Weise algebraisch unendlich. Demzufolge besitzt es den 


an den einzelnen D hingegen die von Null verschiedenen Perioden 


Or, 
Charakter eines Integrals II. G., sodass auch seine Perioden DE sich 


1) Vgl. Thomae: Crelle’s Journal, Bd. 71, p. 213. 


mit Hülfe der Perioden n, welche den Normalintegralen II. G. zu- 
kommen, ausdrücken lassen müssen. 

Die Behandlung der Fundamentalgleichung (34) gliedert sich 
somit in zwei Theilprobleme, nämlich erstens: die Darstellung von 


(. log #(v) 


—_— ‚ und zweitens die Herleitung des Werthes für 
0v Od, 0,0, v 


T;. 
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Härte een finden wir in der That bei Herrn Thomae voll- 
ständig gelöst. Es ist dabei charakteristisch für die in der genannten 
Abhandlung benutzte Methode, dass als ursprüngliche Integrale II. G. 
die Ableitungen eines der Integrale v nach irgend welchen p Ver- 
zweigungswerthen betrachtet werden. Aus diesen werden dann erst 
vermittelst passend gewählter Constanten unter Zutritt einer geeig- 
neten algebraischen Function solche Integrale II. G. hergestellt, die 
nicht gerade in einem der Punkte %,, lg, .. ., kgp +2 unendlich werden, 
sondern ihre Unstetigkeiten in irgend welchen anderen Punkten der 
Fläche haben. Durch solche, gewissermassen allgemeinere Integrale 
II. G. gelangt Herr Thomae zu den Gleichungen (2) und (3) seines 
Artikels 3, die dann auf Grund der über das Periodicitätsverhalten 


Ar) gemachten Angaben ohne Mühe zu dem fraglichen 
02 = 


Werthe von binführen (Glg. 4, Art. 3). 
0? log 9(®) 
00,0%, 
demselben Artikel durch einen functionentheoretischen Ansatz. Es 
wird zunächst aus lauter wohlbekannten Elementen in Gestalt eines 
Determinantenquotienten ein Ausdruck herleitet, welcher bezüglich der 
log g9(v) 
ERB- 


e) 


Die Construction des ( ) erledigt Herr Thomae in 
0,0,:.,0 


Periodicität und der Unstetigkeiten mit dem übereinstimmt 


und sich hiervon nur um eine Constante unterscheidet, welche bei 
der nochmaligen Differentiation nach v, herausfällt (vgl. Glg. 7, Art. 3). 

Werden endlich noch die Argumente v,, ..., v, zum Verschwinden 
gebracht, so ist alles vorbereitet für die Auswerthung des Ausdruckes: 


0 log9(0, 0, -- DIN 0°? log 9 (©) gg. 
Ok, — Emi Alerarge I "oh? 


worauf der Uebergang zum exacten Differential und des Weiteren zu 
»(0, 0, ---, 0) selbst keine Schwierigkeiten mehr bereitet. Die bei 
der Integration auftretende multiplicative Constante, welche nicht 
mehr von den Verzweigungswerthen abhängen kann und demnach 
rein numerisch ist, wird endlich durch einen Grenzübergang bestimmt, 
der auf der Untersuchung beruht, was aus den #-Functionen wird, 


EDEN 


wenn die Verzweigungsstellen der Riemann’schen Fläche paarweise 
zusammenrücken (s. Art. 4, Glg. (9), (11)). - 

Vorläufig aber hatte sich die ganze Untersuchung nur auf die 
eine ®-Function mit u = OÖ erstreckt, welcher bei der von Herrn 
Thomae gewählten Zerschneidung die transcendente Charakteristik 

h 2 [FRRRREN = N & Or 0) 
Mar hi, 0, 05:8.,0 
zukommt. Auf die übrigen, mit den Argumenten nicht verschwinden- 
den ®-Functionen aber lässt sich, das gefundene Ergebniss unschwer 
ausdehnen, wenn man von der Vermehrung der Argumente der zuerst 
behandelten fundamentalen #-Function um geeignete halbe Perioden 
Gebrauch macht, was bei Thomae im Anfang des Art. 5 geschieht. 
Alsdann ergiebt sich das einfache Resultat, dass die äussere Form aller 
$-Nullwerthe mit w==0 nicht verschieden ist, und dass nur von einem 
dieser ® zum andern die Anordnung der (2p + 2) Verzweigungs- 
punkte zu 2 Gruppen von je (p + 1) Elementen wechselt. Bezeichnen 
wir mit A,,,, und Ay; die Discriminanten zweier Formen 


(p + 1)ten Grades, in welche wir uns die Grundform fa)„-r2 behufs 
Herstellung der gedachten Vertheilung der (2p + 2) Nullstellen zer- 
spalten denken, so lautet generell der #-Nullwerth folgendermassen: 


A (6) 
R A, y A; 
(2%)? V p+1 I , 


(35) ee 


wo & eine unbestimmte achte Einheitswurzel vorstellt, in welche wir 
das nicht näher untersuchte complexe Vorzeichen der rechten Seite 
einrechnen. 


S 6. 
Historisches über die C,, für u>(. 


Den Anfang, sich auch mit den Oy, für u>0 zu beschäftigen, 
hat ebenfalls Herr Thomae gemacht, und zwar im zweiten Theile 
der im 71. Bd. von Crelle’s Journal veröffentlichten Arbeit. Indessen 
lautet die eigentliche Fragestellung dort insofern etwas anders als 
bei uns, als es Herr Thomae nicht auf die O,, selbst absieht, 
sondern die Nullwerthe solcher partieller Differentialquotienten von 
®-Functionen zu ermitteln trachtet, welche nicht mehr identisch für 
das Werthsystem 

(W; 02 506 v,) = (0, ui “ 0) 
verschwinden. Also nur mit dem Zähler der O,, befasst sich die 
Thomae’sche Untersuchung, wie aus der Gleichung (28) unseres 
Paragraphen 4 hervorgeht. Ausserdem aber wird von Herrn Thomae 


Er in 


nur der Fall u —=1 erledigt; die höheren Fälle mussten damals wohl 
hauptsächlich in Anbetracht der rechnerischen Complicationen un- 
erledigt bleiben. 

Was die Methode von Herrn Thomae für vu = 1 anbetrifft, so 
dürfen wir wohl an dieser Stelle, wo wir lediglich zu constatiren 
beabsichtigen, was von den allgemeinen Grundlagen und Methoden 
unserer späteren Entwicklungen bereits in der früheren Litteratur 
anzutreffen ist, eine genauere Besprechung derselben bei Seite lassen, 
da wir selbst doch nicht Gelegenheit finden werden, auf sie zu 
recurriren. Betreffs des Resultates aber, welches Herr Thomae für 


uw = 1 erhält, erwähnen wir, dass es nach Abtrennung des dem 
: u=1l 


Nenner des C,, entsprechenden Factors gerade den Werth des C, 2 


ıin.der von Herrn Klein vermutheten Form liefert. 


Ausser Herrn Thomae haben wir bei dieser Gelegenheit Herrn 
Prym zu eitiren, welcher sich in seiner Arbeit: „Zur Theorie der 
Functionen in einer zweiblättrigen Fläche“ mit einer Untersuchung 
beschäftigt, die unserer Aufgabestellung nahe verwandt ist.) Im 
Art. 15 dieser Arbeit wird zunächst der Quotient zweier für das 
Werthsystem (v,, %, :,%) = (0, 0, :»-, 0) nieht verschwindenden 
9-Functionen als algebraische Function der Verzweigungspunkte der 
Fläche dargestellt. Das Resultat dieser Untersuchung enthält die 
Gleichung III p. 41 jener Abhandlung. In unserer Bezeichnung 
lautet es, wenn die beiden in Betracht gezogenen #-Functionen 9, 
und 9,, und die ihnen entsprechenden 6-Functionen: 


s=o'M-D, 
=0:M:D, 
sind, folgendermassen: 
TEEN 0, .fDı 


(36) 3 CERBER ii ET Rs [D&h, 1,0? 


wo der Quotient = eine algebraische Constante bedeutet und der 
2 


Determinantenquotient sich auf den Werth 1 reducirt. Mithin bleibt 
rechter Hand, abgesehen von der Einheitswurzel o, nur die Constante 
Q, 

I’= 2 
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stehen, welche genau gleich dem Quotienten zweier CO, ist, die zur 
Gruppe u = gehören. Die analoge Frage betreffs der algebraischen 


1) Bd. XXII der Denkschriften der Schweizerischen naturforschenden Gesell- 
schaft. Zürich 1867. 


en 


Darstellung von Quotienten solcher 9-Functionen, die für das Werth- 
system (v.) = (0) verschwinden, berührt Herr Prym im Schluss- 
capitel seiner Arbeit, allerdings ohne sie erschöpfend zu erledigen. 
Es wird dort gezeigt, dass in dem Quotienten | 

%(v) A 05D 

9 (0) Be) D 


zweier derartigen ®-Functionen erstens eine nur von den Verzweigungs- 
punkten abhängige Constante 


= 


QUINN 


auftritt, während der zweite Factor noch wesentlich von den die 
Werthe der Argumente ® bestimmenden Punkten x der Fläche ab- 
hängig ist. Bei Prym lautet die entsprechende Formel, deren einzelne 
Elemente wir wohl nicht näher zu erklären brauchen:') 


beBel(eS) 


are 0 0, 


ie I, 7 
9m] (- e I") 
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Die Constante Ü selbst wird nun zwar nicht näher ausgewerthet, 
wohl aber in den Schlusssätzen der Arbeit von Herrn Prym der Weg 
gezeigt, der zu ihrer Ermittlung führt und der bereits in Riemann’s 
Abel’schen Functionen (Nr. 27, Schluss) angedeutet ist. 

Die rechte Seite der soeben genannten Gleichung wird zunächst 
dadurch in eine etwas speciellere Form übergeführt, dafs zwei der 
Punkte x, nämlich («, s) und (%,+1, S5-+1) ins Unendliche gerückt 
werden. Alsdann wird aus (37) eine Gleichung von folgender 


Gestalt: 
m p 
|@ + ol( >") k 
al 


zei((3W) 
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Indem nun hierin für die verschiedenen Punkte x auf passende 
Weise p Verzweigungspunkte eingetragen werden, ist es möglich, den 
links stehenden &-Quotienten in den Quotienten zweier für ver- 
schwindende Argumente nicht verschwindende #-Functionen über- 
zuführen und so auf verschiedene Arten für die Constante CO Glei- 


(Br 


(38) 


1) 8. p. 45 der genannten Abhandlung. 
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chungen zu gewinnen, die man nach den bereits im Art. 15 
entwickelten Principien vollständig beherrscht. Die diesbezüglichen 
Rechnungen werden von Herrn Prym indessen nicht ausgeführt. 
Wohl aber werden wir Gelegenheit haben, auf diesen Gedanken später 
zurückzukommen. Während nämlich unser 4. Abschnitt der Sache 
nach durchaus in einer Ausführung der von Herrn Prym an- 
gedeuteten Entwicklung besteht, wird sich die Form der Dar- 
stellung in zwei Punkten von der Prym’schen Anlage der Unter- 
suchung unterscheiden. Zunächst arbeiten wir nicht mehr mit 
unhomogenen Variabeln, sondern mit homogenen Veränderlichen, 
wodurch vor allen Dingen die gesonderte Behandlung des Unend- 
lichen in Wegfall kommt und ein höherer Grad der Symmetrie in 
allen Formeln in Erscheinung tritt. Zweitens aber stützen sich unsere 
Erörterungen nicht in erster Linie auf die #-Functionen und deren 
transcendente Uharakteristiken, sondern wir gehen durchweg aus von 
den von Herrn Klein aufgestellten o-Functionen und den diesen 
Functionen entsprechenden Gruppirungen der Verzweigungsstellen des 
algebraischen Gebildes. Dadurch ist ein Theil der Schwierigkeiten, die 
sich sonst der Erledigung entgegenstellen, von vorneherein beseitigt. 


sT. 
Uebersicht über den Plan unserer Untersuchung. 


Nach den Darlegungen der letzten Paragraphen ist es einleuchtend, 
dass wir, bevor wir an die Bearbeitung der eigentlichen Aufgabe 
gehen können, zunächst einige Vorfragen aus der Theorie der Inte- 
grale II. G. erledigen müssen. Dies geschieht im folgenden 11. Ab- 
schnitt, wo die ersten Ableitungen der Integrale I. G. nach einem 
Verzweigungswerthe, aus deren Periodicitätsverhalten hernach der 
Werth von zu sich ergiebt, durch die aus der Stammfunction der 
Integrale II. G. hergeleiteten Normalintegrale II. G. ausgedrückt werden. 
Hierin documentirt sich also eine Abweichung gegenüber dem Ver- 
fahren von Herrn Thomae, welcher als Normalintegrale II. G. geradezu 
die Ableitungen der Integrale I. G. nach Verzweigungspunkten ein- 
führte. Ausserdem enthält der zweite Abschnitt in den $$ 10 und 11 
zwei Hülfsuntersuchungen, die für die Betrachtungen im Absehnitt III 
(S$ 13 und 14) von Bedeutung werden. 

Im IIL Abschnitt findet der erste Theil des vorgelegten Problems 
seine Behandlung, nämlich die Bestimmung des Nullwerthes der für 
verschwindende Argumente nicht ebenfalls verschwindenden #-Func- 
tionen. Diese Untersuchung gliedert sich so, dass zuvörderst auf 


Re. 


Grund der allgemeinen Biemann’schen Differentialgleichungen (23) 
die allgemeine Differentialgleichung für d log [#(0, 0,...0)] auf- 
gestellt wird und sodann im $ 13 nochmals näher begründet wird. 
Die Integration dieser Differentialgleichung wird im $ 15 bewerk- 
stelligt, nachdem sie im $ 14 auf Grund der Glg. 61 des S 11 und 
gewisser Fundamentaleigenschaften des zweiten Gliedes der o-Ent- 
wicklung umgeformt war. DBetreffs des Ergebnisses des III. Ab- 
schnittes heben wir schon jetzt hervor, dass wir sämmtliche in Rede 
stehenden 9-Functionen gleichzeitig behandeln, ohne erst eine besondere 
Gruppirung der Verzweigungspunkte bevorzugen zu müssen. 

Im IV. Abschuitte wenden wir uns der Bestimmung der übrigen 
"Oo für „>00 zu, und zwar gehen wir dabei von einer besonderen 
Anordnung der Verzweigungspunkte für übrigens beliebiges u aus. 
Wir bedienen uns dabei im Anschluss an Riemann und Prym der 
sich auf Betrachtung von 9-Quotienten gründenden Methode. Nach 
derselben wird ein gewisser 9-Quotient auf zwei verschiedene Weisen 
dargestellt, wobei sich das eine Mal sein directer Werth, das andere 
Mal dagegen sein reciproker Werth ergiebt (s. $16 und 17). Die 
Verbindung beider Ansätze führt zum gesuchten Werthe des Oyy. 

Der V. Abschnitt endlich befasst sich damit, das im IV. Ab- 
schnitt erhaltene Resultat auf alle übrigen 9-Functionen einer und 
derselben Gruppe w auszudehnen. Zu dem Behufe wird zunächst 
entwickelt, wie sich die o-Functionen einer bestimmten Gruppe u 
durch Vermehrung der Argumente um bestimmte halbe Perioden in 
einander überführen lassen. Die betreffende Formel enthält der $ 20. 
Mit Berücksichtigung dieses Theorems ist die angestrebte Ausdehnung 
des im IV. Abschnitte erhaltenen Resultates auf alle übrigen O,, in 
der That ohne Mühe zu vollziehen. 

Zum Schluss wird noch gezeigt, wie sich im besonderen Falle 
der elliptischen Functionen (p = 1) für die ungerade #-Function die 


Bestimmung des zugehörigen Cy, (also = -9, (0)) auf directem 
Wege auf Grund der Differentialgleichung 


ee 
Aus a OT 
durchführen lässt. Für höhere p ist die analoge Bestimmung eben- 
falls möglich; indessen führt sie dort auf eine complicirtere Differential- 


von deren Untersuchung einstweilen abgesehen wird. 


gleichung, 


Er 1 yr 


Il. Abschnitt. 
Zur Theorie der Integrale ll. Gattung. 
S 8. 
Die Normalintegrale II. Gattung. 


Der Bildung der p Normalintegrale II. G. liegt zu Grunde die 
sog. „Stammform“ 


en F 2dz 
Zt, u) = Ve ae & __ . 
(2 vI@ 


Y 


ee easchraisch unendlich wird wie 710% Syeird 


(2t) 
dieses Z*Y(t) der Reihe nach gebildet für p + 1 Unstetigkeitsstellen 
t, £, 6’, ---, {9 so besteht, wie Herr Klein allgemein ausführte, 
zwischen diesen (» + 1) Ausdrücken die folgende Relation:') 


Zev (t) Z/®V (£) ev ZF (1) 
Be PER mr! 
(39) t,? —2 1 EP =» ty Sa fie 1? _ ”4,@ | 
Pr ein Wer! 
fen; Vf) EN TE En A 
ee Vf) yı? 4 aa ns: Yo -- 1 
Er R2 le NE {p+1 
(ad) (at)... (yo) lyr)...(yE) VER TIEN ot 
NEO EN „art! 


Unter c verstehen wir hier eine sogleich näher zu bestimmende 
Constante. Den Werth von c ermittelt man z. B. dadurch, dass man 
links und rechts den Punkt & sich dem Unstetigkeitspunkt # von Z 
unbegrenzt nähern lässt und zusieht, wie sich im Grenzfalle, wenn & 
in # hineinfällt, die rechte und linke Seite der Gleichung verhalten. 
Es leuchtet sofort ein, dass in dem angedeuteten Grenzfalle links 
nur das erste Element der ersten Horizontale, Z?Y(t) unendlich wird, 


1) Diese Formel ist ein specieller Fall der von Herrn Klein in Nr.7 der Göttinger 
Nachrichten von 1889 p. 184 mitgetheilten allgemeineren Formel. — Vgl. ferner: 
F. Klein: „Zur Theorie der Abel’schen Functionen“ (Math. Ann. Bd. 36, p. 1ff., $ 3). 


SHARE 


1420) 


und zwar wie Do während alle übrigen Elemente endlich 


bleiben. Mithin wird die linke Seite unendlich wie: 
76 Z ZZ nn 
aaa ae (e—Dn). 

Betreffs der rechten Seite aber bemerkt man, dass die Determinante 
endlich bleibt, während der vorgesetzte Factor für <= unendlich 
C 
(et) 2... (a) yE)(lyt)...... (yt®) 
die Determinante nach den Elementen der ersten Vertikale, wobei 
nur die Glieder, welche Y/(t) enthalten, als von Null verschieden 
stehen bleiben, so sieht man, dass die rechte Seite sich für =! 

verhält wie: | 


wird wie 


BR, Eintwickelt man noch 
(&t) 


re ER en 
C er vo’ Eee t,P +1 
(1)... at) yı) ... (yel) a 
„art uns A 
A PR 
+ Vf) Me mars oder wie: 
| see Be 
YETDRER N yP=Tr 
fr PEN v 7 u. 5 1 
Er 2cYflt) (di) (£t”) I (PDHD)). Ge 
Der Vergleich der für beide Seiten angegebenen Werthe ergiebt: 
a] 1 
(= 


Demzufolge lautet die Gleichung (39) endgültig folgendermassen: 
USA 7) 


vy—1 4-1 pP —1 
t; b, 6, 


em yami a... 
Ba. Xp! 
5 — Vie ur 
TREE ON EN N ne ee. le 


|  Yraw)tw? ee {PP Ad 


= N 


Den Inhalt dieser Gleichung brauchen wir nicht näher zu discutiren, 
da sich die für den allgemeinen Fall von Herrn Klein entwickelten 
Sätze in entsprechender Weise auf den uns beschäftigenden hyperellip- 
tischen Fall übertragen. Nur das eine sei besonders erwähnt: Ent- 
wickeln wir die links stehende Determinante nach den Elementen der 
ersten Vertikale, dividiren wir dann beide Seiten der Gleichung durch den 
Coefficienten von Z(t) und bringen schliesslich noch (Zt) für sich auf 


eine Seite der Gleichung, so erhalten wir eine Gleichung von der Form: 


(40) ZU =tp-1Z, + 2,2, +... 4 4P1Z, + algebr. Fet. 


Die auf der rechten Seite auftretenden Ausdrücke Z,, ...., Z,, deren 
Werthe sich durch Entwicklung der obigen Determinante ergaben, 
hängen nicht mehr von dem Punkte it, wohl aber von den Punkten 
v,t,...., {®) ab und zwar werden sie in diesen Punkten in algebra- 
ischer Weise unendlich. Diese Z,, Z;, -... Z, bezeichnen wir fortan 
als unsere fundamentalen Normalintegrale II. G. und auf sie be- 
ziehen wir auch die im $ 1 des ersten Abschnitts angegebenen 
Perioden n;x. Charakteristisch ist für diese Z,, dass sie nicht nur 
einen einzigen Unstetigkeitspunkt besitzen, sondern deren mehrere 
distinete haben. Indessen werden wir im Folgenden die Normal- 
integrale II. G. in dieser allgemeinen Form nicht benöthigen, da bei 
allen den Integralen II. G., die uns begegnen werden, die Unstetig- 
keiten in Verzweigungspunkten der Fläche liegen. Wir entschliessen 
uns daher, auch bei den Normalintegralen II. G. von vorn herein die 
Unstetigkeiten in Verzweigungspunkte hineinzulegen. Die Periodieität 
wird durch irgendwelche besondere Annahme über die Lage der betr. 
Unstetigkeitspunkte nicht berührt. 

Wir wollen nun so verfügen, dass alle Unstetigkeitsstellen {, 
U, ...., {P) in einen Verzweigungspunkt, etwa %, zusammenrücken. 
Gehen wir dabei wieder zur nicht homogenen Schreibweise über, so 
nimmt die Formel (40) die folgende speciellere Gestalt an: 


Ai) Zu)=BTZu) + RZ) + +, -ılk) 
j + Z,() + alg. Fet. 

In dieser Form werden wir die Normalintegrale II. @. alsbald 
benutzen. Zum Schlusse setzen wir noch die Formeln für die Perioden- 
der Stammfunction an den Schnitten A, B hin, welche lineare Ver- 
bindungen der n sind. Nennen wir die Perioden von Z(k) an den 


Querschnitten A., Da bezw. H,, H,-., 50 ist, wie ohne weiteres 
ersichtlich: !) 


1) Vgl. F. Klein: Göttinger Nachrichten 1889, Nr. 7, p. 185. 


2 9 


A=p i=p 
DM Denim Ente De 

il i=1 
Gerade diese Relationen sind uns später noch wiederholt nützlich, da 
nämlich die Normalintegrale II. G. uns nie einzeln, sondern immer 
in der linearen Combination Z(%) entgegentreten. 


tor 


Die Integrale e und a 


FE 

Wird ein Integral 1. G., w., nach einem der Verzweigungswerthe, 
etwa %k, differentiirt, so entsteht ein Integral, welches in nicht homo- 
gener Schreibweise lautet: 


Om, ER P—%dg S 
Ok, I (@—k)Vf@) 
dasselbe wird bei z=%, algebraisch unendlich wie: 
em bed 


und ist deshalb, da keine weiteren Unstetigkeiten auftreten, ein 
Integral II. G. Als solches muss es sich linear durch die p Normal- 
integrale II. G. unter Zutritt einer Combination der p Integrale I. G. 
und event. auch noch einer algebraischen Function ausdrücken lassen. 
ö 
0 


Für das Integral 


W 
- kann diese Darstellung ohne Weiteres aus 


PD 
h 


0 We 
0 hi, ? ? 


der Stammfunetion Z(k,) hergeleitet werden; für die übrigen 


a erhalten wir dann die entsprechenden Gleichungen, wenn wir die 
folgende zwischen unseren w und deren nach einem Verzweigungs- 
werthe genommenen Ableitungen bestehende Differentialgleichung be- 


rücksichtigen: 


eWw el 
Zn an. 4% p—n+t1 
(43) 0 k 9 Wp —n cz 1 k, En f | 
y ; 


Die Ableitung dieser Gleichung erledigt sich durch folgende einfache 
Schlussweise; es ist 


ow,_ and a, k 
EIERN a =— — TE 2 Se ee ler Sa a 
Ok, Ir — k,) Vf@) 2 2 Yf(e) (' ur 5) 


d ie OW,_n 1 zulgz 1 8 g—ildgg =: 
oder: n% ee Fe log BRIEFEN. 
i } vie 2 (2 — 8) Vi) 


dies aber ist genau: 


ow 
p—n 1 | k 

er ng m W, ee k a 7" W, Lie b. W. 

Ok, Bee je Ok, 


0Ww, . 
Um nun 3 in der angegebenen Weise darzustellen, stellen wir zu- 
u 
v 


nächst eine Entwicklung der Stammfunction Z(k,) auf. Nicht homogen 
geschrieben, lautet Z(k,): 


R'(2,k, 
Aa | ee 
2 (2 — k,)? Vf() 


Hierin bedeutet F(z, k,) die (p- 1)te Polare der Grundform fs, +2(2) 


nach %,: 
ent 
AA 7 r 


wenn man syMbolisch fon. +2(2) = a” *” schreibt. Mithin ist 
Fk,k)= a’ —0. 


Ferner findet man für die erste, zweite, .... Derivirte: 


l)yeiier: 


)) 


[Fa k)\.=.,—+f(h); {Fa b)).<ı,— 


1 
allgemein: [FW (a ky)]:—=r, = Be ff) (k,). 


ER, 
22p + „/ 


In Folge dessen lautet die Entwicklung von Fz,%k,) nach Potenzen 
von (2 — k,) wie folgt: 


u=p-+t1 
N 
al A = - - 2 & . (u) Pr, . Di R hu 
(4) F(ah) 2 nern, ! (k)-(e— ke. 


In die Formel für die Stammfunetion Z(k,) tragen wir nun diesen 
Werth des F(z,%k,) ein und erhalten: 


“=p+1 u 2 
Ir Wr) 2%) 
ee Fe Bu 4 (u) en en d 
A >) f u!(2p +2), Be Vr@) “7 
Rechts wird jetzt das u — 1 entsprechende Glied abgesondert, welches 
gerade gleich: 


u=1l e 


ow 
DER ET: D 
Ey (kb) Zr, 


ist; in dem anderen Theil setzen wir noch für (2. — k,)"—? den 
A=u—2 
Werth: > (— 1)? (u — 2)alie“ 2° ein. Alsdann hat man un- 
i=0 
mittelbar die folgende Gleichung: 


re 


0 W, 
(45) » Fk, ) Den f NUDE Ok, 


p-+1u—2 
I -NYE+2R—- dı 2 
a 2 > u!2(2p = 2), mE fe (k)bwp—_wu—ay, 


wofür wir unter Benutzung der Abkürzung: 


Pr 1 + 1,2) 


Al 
- wI22p + 2), 


A ; fe (k,) kw, wa) rn A(w,) 


schreiben: 


ae oW, 
(45a) 20) = Ar) Zur + Aw) 


a ist Z(k,) dargestellt als eine Summe, deren erstes Glied dem 


? proportional ist und deren Are ‚Euen eine lineare Function 


: ow 
der %,, Weg, -.., %) Ist; umgekehrt haben wir damit auch Br, durch 


Z(k,) und die w,, ..., w, dargestellt. Aus dieser Gleichung (45a) 
leiten wir nunmehr mit Hülfe der Differentialgleichung (43) p— 1 
analoge Gleichungen her, indem » der Reihe nach die Werthe 
1, 2,....(p — 1) gegeben werden. Das gesammte dann resultirende 
Gleichungssystem hat folgende Gestalt: 


(12 ow, 
n BR) Zr, — Z(k,) — A(wa) 


EEE = lZ) — Alan) + E10), 


(46) ' 1 a 


Er Zi) — Alwe)) + Ef Ci) Avon + Ww— 1) 


ira en t2) = Au) + He) 


© 
all. 


An diese Gleichungen reihen sich sogleich ähnliche für die ze 


Sie werden erhalten, indem man die Substitution vornimmt: 


> u= 2 u=P ee 
(47) ne 5 Dau* u y Vu . EB: Wa —= DuVuz 
| DT, > ae OR, > | 
u= u=l ul 


wodurch sich zunächst die erste Gleichung des Systems (46) in nach- 
stehende Gleichung umsetzt: 


ie 
0) Song — Z(k,) 


» p-4 ei 
+3 SH (P+1),e— 2), 
= S(i rö (ie, )- © u!2(2p Z 2), kopen, ) i 
1 


Zur Abkürzung setzen wir hier: 


ernst 1)? (p :E 1), — 2) z 
8) > 215 EICHE EM — Ok) ud — le 


und haben dann als erste Gleichung des neuen Systems: 


Er Soc = = 26) - I» (er@)° se c) 


und des ah. 


Ar (b) a „Z6) = Def: f (kv) ss p—1a | Tr hc) 


a) 
ide ar kPTYZ(k,) 


Din (ir ER at Tat +0) 4E"0); 
il 


Dieses Gleichungssystem gestattet nun noch eine Vereinfachung - 
in seiner Form. Denn lassen wir die v„. sämmtlich um ihre Perioden 


0V 
am Querschnitt A, wachsen, so bleiben die 7 sämmtlich ungeändert, 


v 


2 
während rechter Hand das Z um die Perioden: A, = — > ken 


wächst und der zweite Summand ebenfalls einen leicht angebbaren 
Zuwachs erfährt. Damit nun die Gesammtänderung der rechten Seiten 
Bi Null wird, müssen die folgenden Relationen bestehen: 


P 
Fi) al a —H. 


a a — alles u IE bl, 

(50) a: ir Mike a lc. 
oo & Zn - )— =a 

Iran [r-t0r ee alba Ha]. 


Teer =" DT = u a HN 


Ran r, Zusammenh. d. en o- u. $-Functionen. 3 


Be 
Vermöge dieser Gleichungen (50) gewinnen unsere Gleichungen für 


die nn folgende Gestalt: 


r S 0 29 14 D 
ra Fe. dem 20 Herne 
® 1 r 
; x ov, : 
(51) | =f (k,) De O0, —1a ok = k, (7 (k,) + >>> voh,P u / ) 
1 “ 


\ 


; x 0v, SE 
U > Du une (20 Wer 33 u) 


Lösen wir dieses System linearer Gleichungen für. die Bi nn Br 
Ov 


= nach einer dieser Grössen auf, so et sich, wenn mit A,, die 


| 9,1 09 .o.eo 0 94 p 
ersten Minoren der Periodendeterminante A = | 


O, @p --- om | 


bezeichnet werden, für den Zusammenhang des einzelnen E mit dem 
v 


Z(k,) und den v,,...,% die folgende Formel: 


52) 0 A Balz. RR 
e* — we 
6, Arflen (20 + I Sens- n.)' I 


Die vorstehende Gleichung wird nun die Quelle einer weiteren, für 
uns später wichtigen Relation, wenn wir das Periodiecitätsverhalten 
des v. am Querschnitt BD, in Betracht ziehen. Da a um Tag 
wächst, erhält die linke Seite von (52) den ZuwachN u , welcher 
gleich dem Zuwachs der rechten Seite ist. Dies liefert die Gleichung: 


(53) dr,; ıShhr- ie 
Du, = N we Sr- MW p+B + I Deuokr- “) 


Die rechte Seite vereinfacht sich nun bedeutend, wenn man erstens 
für die 759g ihre Ausdrücke in den ® einträgt und überdies die 
zwischen den © und n bestehenden Bilinearrelationen gebührend 
berücksichtigt. Das Resultat dieser Rechnung, die wir hier bei Seite 
lassen, lautet: 


Or, "4 2 
ee na Duke “Drake 
z x 1 


5 Od, u 
Diese Formel entspricht genau der von Herrn Thomae für die RER 
v 


abgeleiteten Relation‘), nur dass unsere r;, und die Riemann’schen 
d;» sich um den Factor m? unterscheiden. 


Es ist leicht zu zeigen, wie sich die Thomae’sche Formel in 
unsere überführen lässt. Nehmen wir z. B. den einfachsten Fall p=1, 
so ist nach Thomae: 

0a 4 


ok, 0°. f(k,)’ 
wenn wir die Perioden des nicht normirten Integrals I. G. ®,, ®; 
nennen. Dem «a entspricht unser 7, und zwar so, dass 


IR; 


a=ri.t, also KEIN 
A ar 


ist. Andererseits aber hat man in der obigen Formel für ®, die 
.. {0} . =. . . . . . 

Grösse —; einzuführen, wie sich aus dem Vergleich der beiderlei 

Normirungen des Integrals I. G. ergiebt. Alsdann wird: 


Imre 


wie es unsere Gleichung (54) verlangt. 


Hiermit schliessen wir die Entwicklungen des gegenwärtigen 
Paragraphen, in welchem die Theorie der Differentialgleichungen 
der Perioden der Integrale I. G. berührt wurde. Früher hat sich 
bereits Herr Wiltheiss?) mit solchen Differentialgleichungen be- 
schäftigt. In der ersteren Arbeit betrachtet Herr Wiltheiss ebenfalls 
die Verzweigungswerthe als Parameter, nach denen differentiirt wird. 
Die betr. Gleichung, welche unserem System (52) äquivalent ist, findet 


1) Crelle’s Journal. Bd. 71 pag. 212. 
2) Wiltheiss, Crelle’s Journal Bd. 99, p. 236 ff. und Math. Ann. Bd. 31, 
pag. 134 ff. 
| 3*# 


eh: 0 


sich dort p. 342 (Glg. 3) una stimmt mit unseren Gleichungen dem 
Typus nach überein. In der anderen Abhandlung jedoch wird nach 
den Coefficienten A, der Form: 


2p-2 


Bee) Arte 


0 
differentiirt. 


8 10. 


Die Integrale I. G. 
für consecutive Werthe der unteren und oberen Integrationsgrenzen. 


Im gegenwärtigen Paragraphen beabsichtigen wir, die Werthe 
der Integrale w. und v, für den Fall festzustellen, dass die Grenzen 
der Integration consecutiv sind und insbesondere in der Nähe eines 
Verzweigungspunktes %, liegen. Diese besonderen Werthe der w, und 
va wollen wir mit [Wwe;, und [vel;, bezeichnen. Sind die [d«;, er- 


mittelt, so können wir ferner den Werth des’ Products: [vel, - [og], 


OTug 
ok 


in enge Beziehung zu dem bereits bekannten Werthe des bringen. 
Bekanntlich war: 


x 
Be 
zP a 


& Vie + 2) 


Y 


Wa =) 


Nehmen wir nun an, dass die untere Grenze der Integration in den 
Verzweigungspunkt %, fällt und dass die obere Grenze sich in un- 
mittelbarer Nähe desselben befindet, etwa an der Stelle k, + dk,, so 


haben wir zu betrachten: 
kyt dk, 


(55) DD 
® Ve 


k, 


Hierfür schreiben wir zunächst: 


Een ge (a, 


1 
2 


dk ; 
u pe I u 
(55 a) oe], Er: k; (7 en [@ 1, 2, ‚p] 


oder: 


SUN 
Die entsprechenden Werthe der [vs], ergeben sich nun, wenn 


die Formel für den allgemeinen Zusammenhang der w und v heran- 
gezogen wird, nach welcher: / 


[og]; 327 > Aus [We], 


sein muss. Daraus folgt nach Substitution des Werthes von [w.], : 


ji 


[psl,, — 3 Au gene (7 je en) 


oder: 


G; | dk \2 RU 
(56) | [og], = en au DH sky 


Ganz entsprechend ist: 
(dk (any 
u iA, 
al, = ae (%,) > 


Hieraus ergiebt sich durch Multiplication: 


| En URFOTN Au 
(57) Tocd,, : Dog, = arg Ara ET DiArake N 
nat 1 


Dieses Resultat fordert aber direct zum Vergleich mit dem 


0 
Werthe von ae: ? auf, der nach Gleg. (54): 


p p 
Tarp, ®: . 1 >! we >! ei 
d k, —— Ari A®f (%,,) 2 - U A, alvy 5 - U A, als 


war. Man sieht unmittelbar, dass aus den beiden letzten Relationen 
die neue Folgerung: 


Eerd Ta } 
(69) u, oo, = a ae de 


zu ziehen ist, ein Resultat, das uns später von erheblichem Nutzen 
sein wird. 


SERl. 
Umformung des Ausdruckes: G,(k} ro LER he lie R,). 


Die Eintragung beliebig kleiner Werthe für die w. (und v.) 
muss, wie wir im dritten Abschnitte genauer sehen werden, ins- 


se See 


besondere erfolgen in dem bereits im $ 3 erklärten Ausdruck 
G,(w,, Wy, -. ., Wp), sowie in dem zweiten Gliede der Potenzentwicklung 
einer 6-Function: T,(w,, ...., %»). Beide Ausdrücke, sowohl das G, 
wie I,, sind, wie wir wissen, quadratisch und homogen in den 
Wiy *.0., Wp Werden daher für die w, die besonderen Werthe: 


[w. = — ———- (dk,)2 le—=1,%,...,P] 


eingetragen, so bekommen alle Summanden den gemeinschaftlichen 


ak 
Factor’ #-<; wird dieser abgesondert, so ist offenbar: 


Fk)’ 
(59) 1, Q sw %07));, = (Get Ds 
und ganz entsprechend: 
(598) [T3(wı, We, -.., W)l,, — (ls Be a 


Von diesen beiden Ausdrücken interessirt uns nun augenblicklich 
besonders der erstere, da wir im Stande sind, ihn auf Grund unserer 
bisher aus der Theorie der Integrale II. G. abgeleiteten Resultate in 
zweckentsprechender Weise umzugestalten. | 


Zu dem Behuf bemerken wir vorerst, dass wir @,(w,, ..., %)) 
in der unter (26) mitgetheilten Form voraussetzen: 


Hieraus entsteht @,(kP", ... , er wenn für w, und wg bezw. 


k?T* und %2T substituirt wird; es ist demnach: 


pP pP pP 
BT, = — 5 Dr DP DY Asa a ®, 
1 1 SR 


oder mit Rücksicht auf die Glg. (42) 


2 p 

ACHTEN j a 

(60) ee > I] H,Apyk? pi: 
1 1 


Den rechts stehenden Ausdruck können wir indessen noch auf 
anderem Wege erhalten, wenn wir auf die unter (50) angeschriebenen 
Gleichungen für die Ausdrücke: H,, k,H,,.., kö "H,,.... zurück- 
gehen, welche wir nochmals hinschreiben: 


H=-f' (k y pr 
x 2 VOR, 7 6, 


kH,—4f Ge: u | + 1yc, 


u HB, sf (k,) ein SEN RE an eh + Kane 


Multiplieiren wir diese Gleichungen beiderseits mit resp. 
Ayy Ap—1,y) - » .,; Aıy und addiren sie sämmtlich, so erhält man 


linker Hand gerade: 
: e 
DER, Apr; 
1 


und wird hierüber noch die Summe genommen für alle möglichen 
Werthe y, so entsteht des Weiteren: 


p » 
Be Hd = AG al): 


Auf der rechten Seite dagegen erhalten wir, wenn wir jetzt wieder 
für c, seinen Werth einführen, bei den angedeuteten Summationen 


folgendes: 


= ID An Ge 10 TRZEL (f Dp>>> g SA oeAg—r—1, 0 


1 r+2 


pP» ni +1), 28 
EIRDIDE #1 2(2p-+2), Br ON ByE Wp—u—a—ay,y' Apr 


Von diesen drei Summanden verschwindet nun der zweite nach 
einem fundamentalen Satze der Determinantenlehre. In dem dritten 
Summanden denken wir uns zuerst die Summation nach y ausgeführt, 


p 
welche sich allein auf > Asy®p—(u—2—2,y erstreckt. Hierbei kommt 
1 


nur ein von Null verschiedenes Resultat, wenn 

Pp - u—-2—ı)=ß 
ist, und zwar wird jene Summe dann gleich A. Demnach reducirt 
sich die vierfache Summe auf: 


A 2 
-YR-DMPAHD arme 
az ern RT 


Re ! 


Dieser Ausdruck aber vereinfacht sich noch durch den Umstand, 


w! 2(2p + 2)“ 
wie sich direct nach dem binomischen Lehrsatz ergiebt. Für u = 2 
aber ist jene Summe gleich: 


u —2 A 
AR 2 
dass >? ee allemal verschwindet, wenn u>2 ıst, 
0 


Prule Ans 
8@p +1) 


In Folge dessen erhalten wir nunmehr die folgende Gleichung: 


D » 


— —_ y 0@ Bi vr 
2A. us, at) Dr DA, tm Al) 
1 1 id 


welche nach Division durch 2A zu folgendem Resultat führt: 
ae Deo er nern tb). 
Diese Gleichung lehrt uns, dass sich das betrachtete G,(k?”", ..., I) 
aus zwei wesentlich verschiedenen Bestandtheilen zusammensetzt, 
nämlich aus einem wesentlich transcendenten und einem durchaus 
algebraischen Summanden. Die vorgehende Betrachtung hatte vor- 
nehmlich denZweck, dieSpaltung in diese verschiedenartigen Summanden 
zu 'vollführen. Es wird sich im Verfolge der Untersuchung heraus- 
stellen, dass die Glg. (61) bei der Integration der Differentialgleichung 
für dlog# (0,0,...,0) eine wesentliche Rolle spielt. Br 
Mit diesen Betrachtungen schliessen wir den zweiten Abschnitt, 
in welchem wir alle Hilfsmittel hergeleitet haben, deren wir aus 
der Theorie der Integrale II. G. bedürfen. Wir gehen nunmehr im 
folgenden Abschnitt zur Berechnung des #(0,0,...,0) über. 


Ill. Abschnitt. 
Bestimmung des 9 (0, 0,...,0) für u—=0. 
8 12. 
Die Aufstellung der Differentialgleichung für dlog%(0, 0,..., 0). 


Da die #-Functionen, um welche es sich in diesem Abschnitt 
handelt, für verschwindende Argumente von Null verschieden bleiben, 
so müssen die ihnen correspondirenden 6-Functionen allemal zu Zer- 
spaltungen von der Form fay-+2 = P+ı'%,-+ı gehören. Dem- 


— Am 8 
entsprechend bildet den Ausgangspunkt der in diesem Kapitel be- 


absichtigten Entwicklungen die folgende Gleichung: 


(62) ® A (EN 0) OT N Op, pri EEHFIMOLN. 
h 


Heben die Charakteristik 8] machen wir weiter keine besondere An- 


nahme, da wir ohne eine derartige Festsetzung unser Ziel erreichen 
können. Entwickeln wir G, und 6 nach Potenzen der w, so lauten 
die ersten Glieder der Potenzentwicklung der gesammten rechten 
Seite folgendermassen: 


(62a) HRIGE 2) CHLE [GW 5, Wo) Lak, Wa)Ih es 
oder mit Rücksicht auf (26): 
(62b) 99 en) 

h 


»p » » 
-1 
Det no 2, Wp) — au >: >: 5] Arster |+ .. | 
e 1 ee 1 | 


Zur Ermittlung der in Frage stehenden Grösse C verhelfen uns die 
Differentialgleichungen: 


= Ü 


0?%(v) . 0% (v) y=4 für 0= _ 
Ov,0v, an OT, 4 bar für 0 S | 
aus denen sich für die jetzt betrachteten 9, wie schon‘oben erwähnt ?), 
die weitere Relation: 


(3 Da) 2 yai 7) log & =(, | 
Ov,0v, y=0,...,%, —=( OTgg E > D2; y—2 


ergab. Durch Ausführung der Differentiationen auf beiden Seiten 
der Gleichung (62) ergiebt sich nun: 


| 0? log $ () 
63 re) 
. 0v,0vr J0,0...,0 
1 £ £ z p p 
a DDr (Mn Ar + NrnArn) Mrd Pi BD "Par "Oro Wet, 
N 1 1 7 7 
wobei zu bemerken ist, dass die P,,„ die Üoefficienten der (w, - w,) 


in dem zweiten Gliede der Potenzentwicklung des 6 bedeuten sollen 
mit der Massgabe, dass 


fe I int 
sel. 


1) Vgl. $2 Gle. (15). 
2) $5 Gig. (82). 


ER et 


‚Dies vorausgeschickt, können wir die Bestimmungsgleichung für C 
leicht ableiten. C ist zunächst abhängig von den verschiedenen 7; ,, 
die ihrerseits von den Verzweigungspunkten Ä,, ..., Äa)--2 abhängen. 
Es besteht in Folge dessen die Gleichung: 


N) 
: . log 


dlogO = Ren dryy 


o=1e ul 


4nidlog(Ü = stem | = er. 


e=1eo ==1 


oder 


Dies geht mit Rücksicht auf (63) über in: 


(64) Ari dlogC 
0=P oe’ =» r=D»D m n Nn=—=P 
SITT- Sms tmantse onmeiäe 
er n=1 
Indem wir jetzt die k,, ky,...., kap-s statt der 7, als Variable Au 


A 
führen und dabei den früher unter (54) angegebenen Werth der —- 
berücksichtigen, gewinnt (64) die Gestalt: 

i=2p+20=p» 


(65) dlosC er 33 > 


h 


= == lö’=1 Arzt: 
np 
| > ee rn 4,0 22 — (I-+V) 
| = 2A %% 2 A:. F = 5 ne Oro 9, g R dk;. 
N t 


Die rechte Seite dieser Gleichung vereinfacht sich nun, wenn wir 
zunächst die Summationen nach 0 und _’ ausführen. Von diesen 
Indices sind nur die Summen: 

0 = e=p 


> A, Q rg und > | Ar g' O0, 0’ 
oe—=1 E 1 ; 


er 
> 3 


abhängig, die beide jedesmal verschwinden, wenn 12 r resp. U Zr 
ist; nur für 2=[r resp. "= r nehmen sie beide den von Null ver- 
denen Werth A an. 
Demgemäss wird: 
(65 aloe — IE ı SI SS A Ki 2) 
a og = SH — Nrn Anka 
ä i=1 2a r—=1 —\ 5 


wobei schon dem Umstande Rechnung getragen ist, dass die Summa- 
tionen nach r und r’ denselben Betrag liefern. Gehen wir nun auf 
die Definitionen der Ausdrücke G, und IT, zurück, so sehen wir, dass 
die in der {...}-Klammer stehenden Ausdrücke aus den all- 
gemeinen G,, und I, hervorgehen, wenn wir statt der Argumente , die 


Werthe % —@ substituiren. Mithin erhalten wir die folgende Gleichung: 


az dk, 
(66) dloeg = N Si [G, (Me! ‚8 Te FR 


Ziehen wir noch den Nenner f’(k,) in die Ausdrücke G, und T', hinein, 


indem wir auf jedes Argument den Betrag Yf’(k,) vertheilen, so nimmt 
unsere Differentialgleichung die Form an: 


‚un? EA 1 VE #0 
66a dlog (=2 ——, tr, ——— 4 tr == dk;. 
= = .y, (k,) Vf -) a (4 (&,) vf ) 


Diese Mechung, die schon ihrer einfachen Form wegen sehr inter- 
essant ist, deutet zugleich darauf hin, dass man von anderer Seite 
her zu ihrer inneren Begründung gelangen kann. Wir haben aber 
gleichwohl die umständlichere Ableitung mitgetheilt, weil diese un- 
mittelbar aus den fundamentalen Gleichungen (23) entspringt. 


8 13. 
Zweite Herleitung der für d log Ü gefundenen Differentialgleichung,. 


Die Gleichung (66a), welche sich vermöge der Anwendung der 
charakteristischen Differentialgleichung der #-Functionen ergeben hatte, 
enthält rechter Hand die Ausdrücke G, und T’,, gebildet für Argumente 


Kar 79 


w= Ve ee ; Wp vr 2 

Diese Ausdrücke erinnern sofort an die Betrachtungen, welche 

im vorangehenden Abschnitt $ 10 gegeben wurden. Wir fanden 

dort bekanntlich, dass die w,, ..., %, für den Fall, dass die unteren 

und oberen Grenzen consecutive Punkte wurden, deren einer mit einem 
Verzweigungspunkte %, zusammenfiel, die Werthe 


1 1 


[wl,, = mg: eye FE ‚ Mole, = LER ons N 


annehmen. Diese Werthe aber sind gerade den Ausdrücken # Une. 005 
proportional. Es wird uns daher die Frage nahe gelegt, ob wir nicht 


A u 


die Gleichung für d log C auch erhalten können, wenn wir nur unter- 
suchen, welchen Effect die Eintragung beliebig kleiner Argumente 
von der obigen Form in die #-Function hat. 


Wir gehen wieder aus von der Gleichung: 
I, =CtL + [EWw .., W) + Te, .., W))T ....}: 
Daneben besteht nach dem Taylor’schen Satz die folgende Ent- 


wicklung: 


ee) 
[te 


0,220 


Auf Grund der Gleichungen (23) transformirt sich die rechte 


Seite in: 
RA 


+ [a (+ N) a] + 


oder: 


00 
»(v,, & ,y)=C+2ri Base vd -- tw BAR: 
pp 
Substituiren wir hierin die den ol +, [ol entsprechenden 
Werthe der v: [ol;,; Te ‚ [oplı, ,‚ so erhalten wir: 
(67) 9 (lol; A vr],,) : —- (042m 2 Se del, Bun 
=1g_0 gt 
oXe ) 


Jetzt erinnern wir uns der im 10 abgeleiteten Relation (98): 


toll, Tool es die; 


dann wird: 


en B 
9 (oil [%J,,) =(+7- a 5, dk ie 
meh 2 
<9 
oder: 
10C 
(68) 9(Woıl,,» Be [erl,,) — (+ 37%, dich na 


Hieraus ersehen wir, dass das zweite Glied der Potenzentwicklung 


der #-Function bei Eintragung der besonderen Argumente sich auf 
ı 00 
(69) Er dk 


reducirt. 


Pe 


Was 'aber wird aus der rechten Seite der Gleichung (62a) bei 
der beregten Substitution? Man erhält ohne Weiteres: 


(70) 


TH u) To ve 


oder: 


(708) len + [orla,) 


o+ola,(H ko re k )|atı+ 

== Sg ae, al 771: 3 7 — dl; gen 

vr) ray ya) 
Durch Vergleich der beiden Entwicklungen (68) und a er- 


giebt sich nun die folgende Gleichung: 


100 
20%, 


dk, 

7)‘ 
Wir sind hiermit der Hauptgleichung (66) schon sehr nahe ge- 

kommen; diese selbst erhält man, wenn man erstens beiderseits durch 


C dividirt und zweitens noch über alle Verzweigungspunkte %, summirt. 


Alsdann ergiebt sich: 


da= (01 ,.., 0) + DRT,..., 2} 


pt ae 
1 Dr 007 ZRG En u ao) dh, 
A u (R% la) Dil nn Bl 
m! A = 


‘oder: 
1=2p-+2 =s . g Ak, 
dieec—2 > [@,(R EHRT. R)) oe: 


womit der Zielpunkt unserer Ueberlegung erreicht ist. Wir haben 
jetzt festgestellt, dass unsere Hauptgleichung (66) nichts anderes als 
der Ausdruck für die Uebereinstimmung der zweiten Glieder ver- 
schiedenartig geformter Potenzdarstellungen einer und derselben 


»-Function ist, sofern man statt der beliebigen v,,... ., ©, die speciellen 
[#ıl,, nn, [erl,, substituirt. 
814. 


Die Umformung der Differentialgleichung (66); insbesondere das 
zweite Glied der Potenzentwicklung von Op, 11%p+1° 


In erster Linie machen wir jetzt Gebrauch von der Gleichung (61), 
um auf der rechten Seite von (66) die Ablösung des transcendenten, 


a 


in 6, (137 ', ..., k4) enthaltenen Bestandtheils zu bewirken. Alsdann 
erhalten wir die Relation: | 
(71) dlog © 

1=2p-2 


27% yr Ben dk 
—dlogyA+ z Bm 


Rechter Hand ist alles genau bekannt bis auf den Ausdruck 


Tr, (1? wg se ka) ‚ mit dem wir uns nunmehr näher befassen wollen. 
Allgemein wissen wir betreffs des I, (w,, ..., %,), dass diese Grösse 
eine ganze, rationale simultane Invariante der drei Formen: y%', 
ger! wert ist, und zwar vom Grade 2 in den Üoefficienten von y 
und je vom ersten Grade in den Üoefficienten von p und %d. Eine 
solche Invariante setzt sich nach den Grundlehren der Invarianten- 
theorie aus einer Summe von Termen der folgenden Art zusammen: 
(PB) (Pr) (Pr ED ar a, 

wo die Exponenten a, b, c, d, e, f den an die gesuchte Form ge- 
stellten Dimensionsbedingungen zu genügen haben; dadurch ist das 
Bestehen der folgenden Beziehungen bedingt: 


(atb +c=p+]1 
| Eifer} 
e+e+f=p—1 
aus denen ohne weiteres: | 
a=/t+ 2, be, c=d 
zu folgern ist. Ausserdem folgt aus der Symmetrie der gesuchten 
Form in @ und %, dass a nur eine gerade Zahl sein kann; der kleinste 
für a zulässige Werth ist also «—=2; denn für kleinere Werthe von «a 
würde f negativ ausfallen, was mit der Natur der in Frage stehenden 
Form nicht im Einklange steht. Setzt man für « endlich noch 2, 
für b und c resp. ß und y, so hat unsere Invariante die Gestalt: 


Tl, 2.3) = > 0, 813 (PD° (EEE EB 

,P,Y ; 
oder wenn rechter Hand der erste Summand, für den ja « gleich 1 
ist, besonders geschrieben wird: 


(3) Try 0) = Da 81ER PR ER Wr 
e P3Y 
+ De, 8, (PEN 


in ® ı) 


Me ge 


Hierbei bedeuten die c., s,, gewisse, uns vorläufig noch unbekannte 
numerische Uonstanten. 
Von dem allgemeinen I,(w,, : . :, 0) gelangen wir nun folgender- 


-i 0 » s 
vi ‚k}). Setzen wir, wie es 


massen zu dem specielleren I}, (k} 

ie p—1 0 N 
gefordert wird, für w,, -.. ., %p resp. H y ee. Ar, SO Müssen wir 
zuvörderst constatiren, wie sich dadurch das Symbol % modifieirt. 
Es war: 


p—1 


%; —-—w3  — (p-— Dass er A 4 — ERAUER ° 
Mithin wird: 
en or-i 


ne u GE EN A aa anregen — (a)rt; 


I 


somit schliessen wir, dass die genannte Substitution der «ıw damit 
gleichbedeutend ist, dass für das Symbol y der Verzweigungswerth %; 
eingetragen wird. Das Gleiche gilt natürlich von dem Symbol y‘. 
In Folge dessen fallen bei unserer Substitution in (73) sämmtliche 
Terme fort, welche (xy‘) enthalten, während sich die übrigen Glieder, die 
nur um numerische Coefficienten verschieden sind, zusammenziehen in: 


(74) lee! 3) k) = —c -(PY)’pE \ DIN 


wo c eine rein numerische, aber vorläufig nicht bekannte Constante 
bedeutet. Die letzte Gleichung aber sagt aus, dass das für uns in 


Betracht kommende T,(k?”",..., k}) geradezu proportional ist mit 
der für das Argument %, gebildeten zweiten Ueberschiebung der 


Formen ni und »?T!, Bezeichnen wir dieselbe mit: 
(75) (pv)’pr, un = Asulkı), 


so nimmt nunmehr mit Rücksicht auf das zuletzt gefundene Ergebniss 
die Hauptgleichung (71) die Form an: 


i=2p-2 


(76) dlog C=dlogyA+ nt 2. 0,00)“ 
i=1 


dk, 
(a) 


Den wirklichen Werth von c‘ brauchen wir vorläufig nicht zu 
kennen; es wird sich herausstellen, dass die Integration der Gleichung 
(76) auch ohne nähere Kenntniss des c’ gelingt. Erst nachträglich 
ergiebt sich für c’ ein bestimmter Werth, und zwar aus der Bedingung, 
dass der gesuchte #-Nullwerth in Bezug auf jeden der Verzweigungs- 
werthe von nullter Dimension sein muss. 


— ,48 — 


8 1D. 
Die Integration der Gleichung für d log C. 


Für die‘ Ausführung der Integration ist zunächst noch eine 
weitere leichte Transformation der rechten Seite von (76) von Nutzen. 
Es bestehen die Relationen: 


k)=pla)v (a) +p(a)v(a) 
a FR)—=yk)o (ke) F2p (kı)v a) + P’a)e ki) 


Ayla) =— 179 a) U ) + (Pa) Wir) + 9a) al) 


Hieraus folgt: er 


(78) Bor s@p+t1) 1) a) SEM 2c Ayw(ka) 


Fe Ip: W Ben ur a) +(pY’-+YVp”) (er 1) Ten = A), 


Der Verzweigungswerth %, kann nun entweder Nullstelle von od 
solche von %» sein; nehmen wir beispielsweise an, es sei p(kr) = (0, 
so reducirt sich die vorstehende Gleichung auf: 


8 ge f (la) + 2 Ay (ka) 


Br } p 4c ’ & p Pa 
tr teen 
Wird noch beiderseits durch f (k}) =  (k) y (k,) dividirt, so erhält man: 


p nr], ‚ ,9 7. 1 
(19) (een (ka) + 2e Ayla) 75 
Sale: ac (k)e » = 
pl) Ger Fn +4) (0% 2) 5 $ (k,) (vr ı p(p E 


Auf Grund dieser Gleichung setzt sich die SchThskgteicin des 5 14 
[Glg. (76)] folgendermassen um: 


dlegC=dlogyA 
(%,) p 4c p"(k,) a DE 2€ | % 
a le (ver 5 Gr) t wa) entre) 
; p(k,) p N Y (k,) p 2c | 
+ Di! 5) rn wet went er) 
wobei die erste Summation über alle Nullstellen von 9, die zweite 


aber über alle Nullstellen von % zu erstrecken ist. Anders geordnet 
lautet die letzte Gleichung: 


N PER 
(80) d N C=dlogyA 


Net BER Zr + DI 7) ar 
na an) 2% Fb) nd + DI 1, N dh). 


. Bezeichnen wir nun mit /, und 4,, die Discriminanten von @ resp. 
%, wobei wir unter der Discriminante das Quadrat des Differenzen- 
products der Wurzeln verstehen, so lassen sich, wenn %, eine der 
Nullstellen von @ und /, eine der Nullstellen von % bedeutet, vorab 
folgende Beziehungen leicht verificiren: 


p” (k,) ölog I, Y(l,) olog Ay 
a ll), a A 
(81) Be: ) 1 a 1) 2 
FH PL EI U (a 
DEE oe) wid 


Demnach steht auf der rechten Seite von (80), den Gleichungen (81) 
zufolge, das exacte Differential: 


dlogC=dlogyA 
+ (ve 5 4 y) [108 (P@)- re) 


dlog (I, I,)} 


p 2 
v (er FO To+ ;)' 
Diese Gleichung aber gestattet direct die Integration und den Ueber- 
gang von den Logarithmen zu den Zahlen; es ergiebt sich: 
(82) GG 300,2.,,0) 


2c' p 4c' 


en : 
ee VA- (I5: u, ?@+D (ApW-n Ib (, ak 2p+1) +1? 


Bezeichnen wir noch mit Jg die Resultante der beiden Formen 
und %, so lässt sich die vorstehende Gleichung auch in die Form setzen: 
(82a) 9.(0,.0568 0) 

ED 2c 4c' 


—(G. Va" TR er 2@+D, ((— Lye—1. R, Az Er, 


Dieser Relation entnehmen wir vorläufig das Resultat, dass -sich an 
sesehen von einer bisher nicht näher discutirten Integrationscon- 
stanten € und der Quadratwurzel der Periodendeterminante A der 
®-Nullwerth durch Potenzen der Diseriminanten und der Resultante 
der beiden Partialformen g und % darstellt; die Exponenten dieser 
Potenzen enthalten überdies die bislang nicht festgestellte Grösse €‘. 


Schröder, Zusammenh. d. hyperellipt. o- u. 9-Functionen, 4: 
\ 


ii; Age ae 


Beide Grössen, & und ec’, sind rein numerischh Was die Be- 
stimmung von c re so reich dazu die Beachtung des Umstandes 
hin, dass der gesuchte 9-Nullwerth, sofern man ihn in den einzelnen 
ren homogen Geschehen annimmt, von ÖOter Di- 
mension sein muss. Bestimmen wir nun die Dimension unseres auf 
der rechten Seite von (82a) stehenden Ausdrucks in Bezug auf irgend _ 
eines der %,, so ergiebt sich Folgendes: | 


Ist %, eine Wurzel von 9, welche in homogener Schreibweise 
1 - 
durch a = — vorgestellt wird, so hat: 


I 
yA in 7% und 1% die Dimension: — 7 
Ay SEE ss — 2» 
IT pl) ee ihn. 
ER De 3 DR 
Folglich ist die Gesammtdimension in Bezug auf dieses %;: 
Aue tr tern) +2 iern 04] 


Da wir verlangen, dass d—= 0 sein soll, so erhalten wir hiermit eine 
lineare Bestimmungsgleichung für c, aus der 


(63) go pet 


—16(2p + 1) 
folgt. 

Hierdurch aber erhält der Exponent der Resultante R,,y den 
Werth Null, so dass ausser durch € und YA der 9-Nullwerth nur 
durch eine Potenz des Discriminantenproducts (I, 1,,) ausgedrückt 
erscheint, und zwar ist, wie die Rechnung zeigt: 


(84) 8(0,0,...,0)= &:YA-YAyAu 

Dieses Resultat stimmt bis auf die nicht fixirte Constante & völlig 
mit dem von Herrn Thomae angegekenen Werthe des #(0,0,...,0) 
überein. Den Werth der Integrationsconstanten & stellt man mit 
Herrn Thomae am besten durch einen Grenzübergang fest, indem 
untersucht wird, was bei paarweiser Üoincidenz der Verzweigungs- 
punkte aus der betrachteten #-Function wird. Das diesbezügliche 
Ergebniss entnehmen wir in der folgenden Form von Herrn Thom.ae!): 


(85) geuiV 


am?" 


1) Thomae, Crelle’s Journal. Bd. 71, pag. 216. 


RE 
wo & eine nicht besonders bestimmte Einheitswurzel bedeuten soll, 


in die wir zugleich das ebenfalls nicht näher festgelegte complexe 


Vorzeichen der Ausdrücke VA und 2,3% einrechnen wollen. 
Netzen wir dies in die obige Gleichung ein, so wird schliesslich: 


(86) 20,0... VE V Arc. 
7U 


Auf die Bestimmung der Einheitswurzel & gehen wir nicht weiter 
ein, solange wir, wie es thatsächlich unsere Absicht ist, uns an ein 
bestimmtes Querschnittnetz halten. Erst wenn wir durch lineare 
Periodentransformation eine Aenderung des Schnittsystems bewirken, 
gelangen die & zu einer wichtigeren Rolle. — 

Mit der Gleichung (86) aber ist der auf u = 0 bezügliche Theil 
unserer Aufgabe gelöst, soweit wir überhaupt darauf eingehen wollten. 
Bemerkenswerth ist es, dass alle zur Gruppe u = 0 gehörigen # 
gleichzeitig erledigt sind, da an keiner Stelle der Entwicklung von 
der besonderen Beschaffenheit der zu Grunde gelegten Zerspaltung 
fe» +2 = Mp+ıWyp +ı die Rede war. 


IV. Abschnitt. 


Bestimmung des C/7” in dem besonderen Falle 
fort 2 = Pp+1— au (hautı,kantsy ee, hopti) Yotiteulkpkr. Mapt2zkuly kaum). 
8 16. 


R ah! 
Erster Ansatz für den Quotienten gi . 


PoWo 


Gemäss dem im $ 7 entworfenen Programm richten wir jetzt, 
nach Erledigung des Falles u = 0, unsere Aufmerksamkeit auf die 
zu >00 gehörigen #-Functionen. Wir wollen dabei, vornehmlich 
aus dem Grunde, die in Betracht kommenden Formeln so übersicht- 
lich wie irgend möglich zu gestalten, die Untersuchung nicht gleich 
an ein ganz beliebiges ® des Falles u > 0 anknüpfen, sondern das- 
jenige % zunächst bevorzugen, welches der Zerlegung 


(87) fo» =p vV= 
Pp+1—2u (Kine, kaut3, wo.) kop-+1) e Up 1+2u (k,, k, .., kap+ 25 ke; ke ... Kal) 
entspricht.!) Das sich ergebende Resultat verträgt dann leicht die 
1) Der Accent bei p',%’ spielt nicht die Rolle des Differentiationssymbols, 


sondern ist hier lediglich als Index aufzufassen. 
4* 


Verallgemeinerung auf jeden andern Fall desselben u, wenn wir ein 
die o-Functionen betreffendes 'Theorem berücksichtigen. 

Wie schon erwähnt ist (s.$ 7), stützt sich die Ermittelung der 
noch nicht erledigten O,, auf die Betrachtung von #-Quotienten. 
Wir verabreden daher zunächst, welche beiden #-Functionen wir zur 
Bildung des betreffenden Quotienten benutzen wollen. Die eine sei 
diejenige, welche in Beziehung auf das anfangs fixirte Querschnitt- 


system die transcendente Charakteristik 1% en) besitzt, oder was 


0,0, 
dasselbe besagt, diejenige, welche bei der nee Zerschneidung 
der Riemann’schen Fläche dem zu der Zerspaltung: 


fe +2 = Mm+ılla, Re; , Kop+1)dp +1 (ko, hy, ap +) = Ms do 


gehörigen 6 correspondirt. Die andere aber soll, wie bereits erwähnt 
ist, der unter (87) angeführten Zerlegung von fg)-2 zugeordnet sein, 
Dieses letztere $ verschwindet bekanntlich für verschwindende Argu- 
mente u-fach. 

Ein jedes derartiges, uw-fach verschwindendes ® entspricht einer 
Zerlegung von fs», bei welcher die eine Partialform » Au Null- 
stellen mehr besitzt als die andere 9. Alle diese Zerlegungen können 
wir aus einer fundamentalen Zerspaltung, etwa 


frp+2 = Pp+ıll, Ay... Koptı): Yptille, Ra, kap+2) = Po %o 


herleiten, indem wir genügend viele Nullstellen von @ fortnehmen, 
z. B. in der Anzahl Ö,, und diese den Nullstellen von %, hinzufügen, 
nachdem wir von den Ay, Ay, ..., kap+2 Oi, Nullstellen fortgenommen 
haben, welche sich den übrig gebliebenen Nullstellen von @,-+ ı hinzu- 
gesellen. Ist nun 


0% RR Öy Fer 2u, 
so haben wir aufdiese Weise eine neue Zerspaltung = a da 
erhalten. 
Bei der von uns vorläufig gewählten Zerlegung ist: dy — 0 Jul 
Op = 2u. 


Für den Quotienten der beiden $, welche wir nach den Zer- 
legungen der Grundform fey-+2 Pyy, und Oyry nennen, ergiebt sich 
nun mit Rücksicht auf die Definition der 6-Functionen der Ausdruck: 


1 
Tau EEDET 
au "D 


I 
PoWo 


(88) Dr w' (9 1% 3%) Sr Ooray (— 1° 
| Po Wo (9 rat v,) On Yo 

Auf der linken Seite dieser Gleichung treten als Argumente der 

%-Functionen die Normalintegrale I. @.: 


Rd 2, Dei 


en. 2 (v) 
0. [dr + Sant + far. RR EN, 
y y" 


e 
yo 


selbst auf; rechts dagegen stehen als Argumente die unteren und 
oberen Grenzen der Integrale: &, «”, .... 29; y, Yy', .... yM. Be- 
züglich der Anzahl, in der diese Punkte auftreten müssen, besteht 
nur die eine Bedingung, dass die Zahl v mindestens gleich der festen 
Zahl u sein muss. Für >» würde die Determinante Dy, ihren | 
Sinn verlieren und damit die Formel (88) ebenfalls hinfällig werden. 
Für u = v dagegen bleibt alles wohldefinirt. Diese letztere Annahme 
legen wir den folgenden Entwicklungen auch zu Grunde, da sie den 
Vortheil mit sicb bringt, dass die Zählerdeterminante sich für v = u 

bedeutend vereinfacht. Sie nimmt nämlich nicht homogen geschrieben 
die Form an: 


Bu—1 ‚2u—2 
% 7% ER SR 


nie wer em 1. u ar. N 
N TIERE Era 5 1 Ilve@d vr): 
> I ’ 3 


yWrR—t ya RE + 

Wir verstehen hierbei unter og das Symbol für einen numerischen | 
Factor, der sich aus Potenzen von (— 1) und aus Einheitswurzeln 
zusammensetzt. Aendert sich im Folgenden der Werth des oe von 
Gleichung zu Gleichung dadurch, dass neue derartige Factoren hinzu- 
treten, so wollen wir doch grundsätzlich, da wir auf die genaue Be- 
stimmung complexer Vorzeichen in dieser Arbeit kein Gewicht legen, 
darum das Symbol oe nicht wechseln. Wir verstehen demnach im 
Folgenden unter go immer eine uns gegenwärtig nicht näher interessirende 
Einheitswurzel, deren Werth eventuell von Gleichung zu Gleichung 
wechselt. 


Andererseits wird unter der Annahme v = u: 


I Ryan VENEN STE UST Vbol®) 


(BORD, a > Vo (a); HT YHl@®)..... Vhola®) 
PoWo u — Zug TaUinS Pe TS za 5 RER i 
} yTyo) Vo WW) ver Vu) VW) 
yRYHY) 2. Vo, ya); ya TYyy®) Vo y®)| 


Denken wir uns diese Werthe in (88) eingetragen, so gilt die dann 
entstehende Gleichung für alle diejenigen Lagen der Punkte x und y, 
für welche Zähler und Nenner nicht gleichzeitig verschwinden. Ins- 
besondere können diese Grenzen der Integrale in Verzweigungspunkte 
hineinrücken, wodurch die v„ zu bestimmten Periodenhälften werden, 
sofern eben nur dafür Sorge getragen wird, dass in dem von den & 
und % abhängigen Determinantenquotienten das gleichzeitige Ver- 
schwinden von Zähler-und Nenner vermieden wird. 

Eine solche passende Wahl treffen wir nun sicher, wenn wir für 
die Punkte y', y”, ..., y® w Nullstellen von %, und zwar gerade u 
von derjenigen, welche %, und % nicht gemeinsam sind, eintragen, 
und wenn ausserdem für die u Punkte x u von den %, und % gemein- 
samen Nullstellen substituirt werden. Wir setzen nun fest, dass für 


(4 „ 


N a a) TERRY Re (1) 
(91) n | und für | yı95 2 
Teapel. ‚ kon resp. k,T,0 ‚ Ronan 


gesetzt werden soll. Alsdann geht, sofern wir mit A(k,, hy, ..., hau) 
das Differenzenproduct der 2 Punkte Äk,, k,, ...., keu bezeichnen, 
| Dyy über in: 5 


(92) Dos 30: All hs ne sau) |: | Vy (k,), 
n 
und ganz entsprechend wird: 


(924) Di 


u 
—= Allkyky.. Rau): Ilh,ky..,han-ı) [: | (Vo (ke). Vrlk-ı)). 
; | 


Folglich wird der Determinantenquotient: 
D 


ww 
Di Wo 


(92b) 


2 u 


[:| yr(k) 
ne Ally key... kg) e 5} 
A(k,, ka ..94 hou) E Alk, ka, et) hou—ı) & En | Bene 
| |: (V# (k;,)V%o (hy; _,)) 

Mi 

Die rechte Seite dieser Gleichung vereinfacht sich nun auf Grund der 
Gleichung: 
(93) At, Koss, hau) 

I 

= A(k,, ka, ... kon—ı) - Alk,, hy, Bu) hu) ; Ale ka, an ) 


a 


wobei das Zeichen R dahin zu verstehen ist, dass es das Product 
aller Factoren (k« — ks) vorstellt, bei « und ß jedesmal einen Index 


der oberen und unteren Argumentenreihe bedeuten, nie aber beide 
gleichzeitig derselben Horizontalen entnommen sein dürfen. 
Hiernach wird jetzt unmittelbar: 


[ Ivr@) (%) 
ya Dow kı, ka, tg hou—1 
(9) Der = Bla nme) —— 


Por | II (Vorl) VB (ir r) 


Für die weitere Zusammenziehung der rechten Seite ist nun die 
Relation zu beachten: 


=P a — Rh)... — kau-ı)(& — kaurı).... a — kau-ı) 


Nach derselben wird nämlich: 


(0) IIv#3=e 11%) Ba): V Rlam ne ’)-V Rat" nn") 


Ferner besteht die selbstverständliche Gleichung: 


Zu 


(958) Ilv#%- LIvs (Ba) Lv (=) 


Die letztgenannten Gleichungen bewirken, dass 


R u) 
Ko,ka,: k u Di — ö 
(06) Ger =lıK FE er 1 1 VF (wi-ı rn wird. 
Dos L use EN ab) V%lkr_ı 


UT 


Man erkennt nun ohne Weiteres, dass die rechts stehenden Factoren: 


[2 u 
l | VY (ke; _ı) und [: | V (ke: _ı) gewisse Differenzenproducte R sind, 
i\ 1 ; 
_ indem: 


1 1 kı, S kau—1 
Vp 9 (is) — VRR a und 


L 


(97) 


u 
1 VEN 
1 


ist. Berücksichtigt man endlich neben diesen beiden Gleichungen 
noch die sich aus der Definition des Symbols R ergebende Relation: 


(98) R Ayy,Ada,'** » Am z R biyba,*** dmg R dr, my a Pie Dina 
CyCay*' „en Ci, 62°", Cm Ey Cay***, Cy 


so ergiebt sich für den Determinantenquotienten der folgende Aus- 
druck: | 


ni een 


D Ka gu —i ) 
NN Mutnhp+i | 
Dos R kı, Rayınc, kou—i R a Be 
hutpkautn' »kap-+2 Ro, Rnrtcı kg u 


Dieser Werth des Determinantenquotienten ist in die Gleichung 
(94) zu substituiren, wodurch sich die folgende Fundamentalgleichung 
ergiebt: 


® kr Rgyu 
Zr I a ee | 
kı kz kg —Y 
(100) ee en 
k k, 2u 
“ ® [} 
PoWo 5 + / = Re ı 
[ 
kı kz Rgu—i 
C (2% ka, 9 a 
— 0:2. pw kyutbMurs'ıkgp+2 e 
iD R knkarır, yu—i R (ee 
Kgu ta shop 1 Royı © t; hau 


Mit dieser Gleichung haben wir eine von vielen unter sich gleich- 
berechtigten Darstellungen unseres #-Quotienten gewonnen. An- 
statt für die früheren Argumente x resp. die Verzweigungswerthe 
kg, ky,..., ku zu wählen, hätten wir mit dem gleichen Recht auch 
eine andere Combination von uw Verzweigungspunkten aussuchen 
können, die den beiden Formen %, und % gemeinsam sind. Solcher 


passenden Combinationen giebt es im Ganzen © = >) — In gleicher 


Weise war es nicht erforderlich; für die y gerade die Punkte %,, ks, 
..., Agu—ı zu substituiren, sondern wir konnten statt dessen irgend 
eine andere Öombination der 2u d, und % nicht gemeinsamen Null- 
stellen zu u nehmen. Die Gesammtzahl dieser für die y zulässigen 


Combinationen ist 2 ). Man sieht also, dass bei wachsendem p 


und u die Auswahl passender Verzweigungspunkte für die x und y 
ebenfalls grösser wird. 

Vor allen Dingen aber bemerkt man sogleich, dass, sobald für 
die y ein geeignetes System von Verzweigungswerthen ausgewählt 
ist, auch die w übrig bleibenden Punkte ein System geeigneter 
Argumente für die y abgeben. Werden die Punkte dieses zweiten 
Systems mit denselben Punkten, welche früher an die Stelle der & 
traten, in den allgemeinen Ausdruck des betrachteten ®-Quotienten 
bezw. für die yund & eingetragen, so resultirt eine zweite Darstellung 


RT DR u 


dieses Quotienten, von der sich zeigen lässt, dass sie auf den reci- 
proken Werth desjenigen Ausdruckes führt, welcher sich mit Hülfe 
der u ersten für die y substituirten Punkte ergeben hatte. 

Auf unsern speciellen Fall angewandt, führt dies zu folgender 
Betrachtung: Für die #, x”, ..., «9 werden nach wie vor die u 
Punkte %,, Ay, .. .., au beibehalten; für die y,y ,..., y® aber 
werden statt der zuerst genommenen Punkte: %,, kg, ..., Aau—ı die 
u anderen, d, und % nicht gemeinsamen Nullstellen, nämlich %y +1, 
kgurs, »--, kau—ı eingetragen sein. Von dem dann entstehenden 
»-Quotienten: - E 
ko 


2 u 


k 


S k 
Dr w' / re 


| 


[4 
kgu+ı2u+3 Kyu—i 
ko k, au 
a . ® 
BZ I Bang Eee | 
kdu+ı2u+3 ui 


wird nachzuweisen sein, dass er, abgesehen von einer eventuellen 
Einheitswurzel, den reciproken Werth des auf der linken Seite der 
Gleichung (100) stehenden Quotienten repräsentirt. Die nähere Aus- 
führung der diesbezüglichen Rechnung findet sich in den nächsten 
beiden Paragraphen. 


SIE. 


E Av Nayy 
Der zweite Ansatz für den Quotienten Een, 
PoWo 


Ersetzt man dem soeben entwickelten Plane entsprechend die 
Y,..., y® durch die w Verzweigungspunkte keurı, -.., Kau—ı und 
lässt man alles andere unverändert beim Alten, so hat man eine der 
im vorigen Paragraphen ausgeführten ganz entsprechende Rechnung 
auszuführen, bei der im Wesentlichen nur die beiden ihrer Be- 
deutung und ihrem Werthe nach völlig gleichberechtigten Punkt- 
gruppen (Äy, ka, ...„ AKau-ı) und (hour, Kautsı ı.., Kan) mit 
einander vertauscht sind. Es steht demnach zu erwarten, dass die 
den beiden Substitutionen für die Punkte x und y entsprechen- 
den Darstellungen unseres #-Quotienten im Wesentlichen durch 


Vertauschungen der Punktgruppen (k, Äy, - . . , Äkou-ı) und 
(kaurı, Kauts, »--, kau—ı) aus einander hervorgehen. Dies ist in 
der That der Fall. — Indessen, obgleich wir abgesehen von o die 


Gestalt des zu erwartenden Resultates mit Sicherheit vorausbestimmen 


— 585 — 


können, wollen wir doch die betreffende Rechnung in der Haupt- 
sache hier wiedergeben. 


Zunächst wird: 


'® 
(101) Diyr —.40R% A(k,, k,, ..., kou—ı) . Alkou+ı, koyu+3, oo. kun 


ui 2u 
El) IV II V = 
m 


und: 
(101 a) Do, IE gg 
2 u 
Alk, Ty.- > zu)  Alkautn-. ‚kan-ı)‘ | ; V9 (ka) ) l Vrolksi-ı); 
ui 


demnach wird der Quotient beider D den Werth bekommen: 


2u 
[ ZIG Ef; | VY (kei; (ka; _ı) 
Dy a ko, Kayecın n — _ f 
(101b) pr Tao Bley mean, urn 


” Klvs (Rh; llva® (Rei — —ı) 


a 
Da nun aber: 


II) 


a ne tue 


u 
EI ERRTL! B KK, ., ko khutnnKad—i 
i p(k,; Vr Kopy Rz » Rx Br 
2i Hmm tu 2) ‚72 u 
1. 


und 
2 u 
I:lvr (iri—ı) R(; Zutrt- a 
(102a) HIELT —9- Mutb‘ "Rap +1) 
2u —— 


De 
|: en Kyutkbe „kau—1 
“+1 
ist, so setzt sich (101b) in folgende Form um: 
gutbKauts:n Mu) 
a a 
Dos 2: (ee Val ehe 
Eee 
Die Substitution dieses Werthes liefert dann die folgende zweite 
Hauptgleichung: 


Be] 


e/ 
k ke ur 
(104) \ 5: er => 1 
’2 4 = 
LET I+J+ + J 
kgutıf2ut3 Ku—i 


6 R er kgu-3*: 
u Du, KEN F Mut a Kap+1 


Rn R kı,k;, . ut R kygu-tben ku—i 
ko, KR f hyu hgutm:n kg 2 


Die Gestalt dieser Gleichung bestätigt zunächst unsere Ver- 
muthung betreffend die Vertauschung der beiden Punktgruppen 
sn) Und (der, as. Maui). Dass aben/die 
linke Seite der reziproke Werth des in (100) erhaltenen Quotienten 
sei, ist vor der Hand noch nicht zu erkennen. Zu dem Ende be- 
darf es noch einer Umformung. 


S 18. 

Die Umformung der Gleichung (104) und die Vereinigung der 
Sry j 
Po Wo 

Die angedeutete Transformation stützt sich auf den folgenden 
Satz aus der Lehre der 9-Functionen: „Vermehrt man die Argumente 
einer ®-Function um eine geeignete Periodenhälfte, so kann dafür, 
abgesehen von einem gewissen Exponentialfactor, eine bestimmte 
‚andere, für die ursprünglichen Argumente gebildete #-Function ge- 
setzt werden.“ 

Vermöge dieses Satzes führen wir den Zähler des Quotienten: 


kg u 
By Fr: + 


beiden Ansätze für 


ah aut kyu—1 
kg 1D 
\ 
ER +f 
kdutrıkau+t3 Kau—1 


auf das mit einem a ae behaftete: 


kg u 


| Sfr +/ 


hu—i 


ze Or 


und ganz entsprechend den Nenner des obigen Quotienten auf 


Rz ky Pau 
pp J+Jf+- a! 
kı kz kgu—i 


zurück. 
Bezeichnen wir die Argumente, welche in dem 2 »-Quotienten 
(vergl. Glg. (100)), auftreten, der Kürze halber mit: —, die A 


des zuletzt behandelten Quotienten (s. Glg. (104)) en. mit: 2 ‚so 


ist zuvörderst zu constatiren, dass die Differenz dieser beiden, von 
einander verschiedenen Periodenhälften wieder eine Periodenhälfte 


repräsentirt, die wir mit =; bezeichnen; es ist also: 
(105) m 


oder, ausführlicher geschrieben: 


(1053) ae ah ++ Bi 
-+ 


ut+ı*2u+3 kyu—i1 kyu—i 
kı k; kgu—i 
C) L} CC} 
of | 
Ku+rı Yu+3 Kyu—i 
so dass: 
kı Rz gu—1 
(106) ee jet 
NR Ri 
kyur+rıkau+3 ui 
Setzen wir ferner vorübergehend für das Argument 4 - die all- 


gemeinere Bezeichnung v ein, die nicht mehr an die Be. Natur 
der Periodenhälfte erinnert, so dürfen wir auf Grund des zu Anfang 
dieses Paragraphen genannten Satzes zunächst die folgende Gleichung 
hinschreiben: 


(107) wo +3) U): u), 


wo %,(v) einen nach Massgabe der Gleichung (22) zu bestimmenden 
Exponentialfactor bedeutet, dessen Exponent eine lineare Function 
des Argumentes vo ist. Aus der vorstehenden Gleichung aber folgt 
sofort eine weitere, wenn wir beiderseits eine Vermehrung der Argu- 


mente » um die Periodenhälfte . vornehmen. "Wir erhalten dann: 


Ivy D-Hl6+3)- nit). 


URN 


Die linke Seite dieser Gleichung aber ist, wie wir nach (21) 
wissen, nır um einen Exponentialfactor, etwa /, verschieden von 
Pyy (0). Infolgedessen sagt die letzte Gleichung aus, dass: 


I TE 
a ( ie S MIGD 
Dr w' (v) Br Peer, f Dos ( ar a) ? 
Bd 
(+5) 
oder, wenn wir den Factor —— —— kurz durch %,(d) ersetzen, dass: 
a >, = NE 
(108) Ipy(d) = (0) - Sgeye(ö + =) ist. 


Tragen wir nunmehr in die beiden Gleichungen (107) und (108) 


.. er > = . .. BR « f . . . 
für ö wieder die Periodenhälfte —' ein, so gewinnen wir gerade die 


2 
Gleichungen, deren wir bedürfen, nämlich: 
era ta ne) 
(109) e Ban 
ei) tue tr) 


Anders geordnet’ und mit Rücksicht auf (105) lauten diese 
Relationen: 


10 [rl nn) 
) 


1% 1 P 
Pr. Do (>) = dep (5) 
ad ar _ 


Hieraus ergiebt sich durch beiderseitige Quotientenbildung: 


(111) ee, Ar ne) 
u) 


Diese Gleichung leistet schon beinahe das, was beabsichtigt war; 
nämlich bis auf den noch unbestimmten Factor (2, :%,) ist that- 
sächlich der #-Quotient’ 

1% 
Yo (3) 


P, ) 
z do Wo & } 


mit dem reciproken Werthe des Quotienten 


1 ) 
2, (e 


ER 
an (3) 


ıdentificirt worden. 


BT 


Was nun den Factor (%, -%,) betrifft, so müssen wir, um ihn 
zu bestimmen, zurückgehen auf die Gleichung (22) und ausserdem 
durch eine leichte Betrachtung am Querschnittsystem die wirklichen 
Werthe der Periodenhälften 


er ka RQ u 
JS ++ 
e\ Rs kau—i 
und , h, Be 
St [++ 
feststellen. Ku+ı aus A 


Das Resultat der letzteren Betrachtungen geht nun erstens dahin, 


dass die auf das Argument v. bezogene Periodenhälfte =. die dann 


(Pi) a 
genauer: u. zu schreiben wäre, den Werth hat: 


(Be u Faß 
(112) an 
p=1l 


Für die andere Periodenhälfte aber können wir zunächst, wieder in 
Beziehung auf den Index «, die allgemeine Form hinsetzen: 


Dr 
Dee ee 
p=1 
unter g und h‘ gewisse ganze Zahlen verstanden, deren genaue Werthe 
in Bezug auf das zu Grunde gelegte Querschnittsystem die folgenden 
sind: 


4=—-1 9% 2, ..., Jgazei=—-(u-1 

Iu TEEN Garı= — (u— 1); Ma Gau L 
(115) Iau Fr Jau+ı Eye —0 —=l). 

a RE En ‚Nhaca=-!1: 

Kor Eh ee EN). 


Vermöge dieser näheren Angaben gehen nun die beiden unter (110) 
verzeichneten Gleichungen in folgende Gestalt über, wenn zugleich 
die Relation (22) Berücksichtigung findet: 


( ee EP EN 
5 IT E Tag rin > Tr > Faß Haha 2 = 
Byy(z)=e mırnı ei Ne Blei 
rien, 7 en. EUR P=r» 
int 1 Tag in 2 up t D op Tap 
8) 
a u 


ee 


Durch Vergleich mit den Relationen (110) folgt hieraus: 


e=pr B=r a—=pp=u NN 
996 | I Ic‘ IB 
int y) n eg BI RBE 5 TaR 
(115) Su — PP e=1p-—1 e=1lpf=1 e—=1p=1 
r N 
rn u N, a har | 
a! ! x 
; ; —T . 
en 7 2 Tapt > 2 
rer N | e—=1p—1 wel 
ee ß 


Hieraus ergiebt sich aber unmittelbar: 


und setzt man hierin die oben für die g und A angeschriebenen 
Werthe ein, so erhält man:!) 


(116) %-,=e: 


Hierdurch aber ist constatirt, dass das Product der beiden fraglichen 
Exponentialfactoren einer Einheitswurzel gleich ist, die wir wieder 
in den bekannten Factor e einrechnen können. 

Auf Grund dieses Resultates geben wir nun der Gleichung (111) 


die Form: R i 
(117) N) Ei a) 


cr] 
haare Du y\a 


Für die beiderseits auftretenden Quotienten aber sind nach früherem 
die Werthe explieite bekannt (s. Glg. (100) und Gleg. (104)). Die 
Substitution dieser Ausdrücke verhilft uns jetzt zu einer neuen 
Gleichung, die ausser lauter bekannten Grössen nur noch die un- 
bekannte Grösse Cy,y im Quadrat enthält und somit zu deren Be- 
stimmung ausreicht, wenn von der Fixirung des Vorzeichens Abstand 
genommen wird. Die beregte Gleichung lautet: 


> Dee ee 
2 1 3 .. 4u—1 
A) vo: a 
pw Q ga R kıs Baar. Yan 
ä Kutt Ku-3 .... opti 


1) Die Einsicht, dass 2, - 2, eine Einheitswurzel ist, lässt sich, wie mir 
Herr Burkhardt mittheilte, viel directer gewinnen. Indessen möchte ich hier- 
auf an dieser Stelle nicht näher eingehen, sondern gelegentlich darauf zurück- 
kommen. 


ne 
Nach dem Ergebniss des III. Abschnittes war nun: 


2 2 A ae 
Oy Po a RAR 0; a 0) vg (2m)? ; 2 : Ay 


Die hierbei auftretenden Diseriminanten 41,, und 4, können wir als 
Quadrate zweier bestimmten Differenzproducte auch in die Form setzen: 


Ay Sn [A (kı, ka, Aa) hop ı)); I, = [4 (ki, hy, ee kop+2)]”. 
Ueberdies wird schliesslich noch mit Nutzen die Relation: | 
(119) A(k,, li; er Rp +1) 


ze 2 I a pr Rz Ray ern Mu—1 
— All Ay 2. hau) Anne n Tao) Ale 


eingeführt. Alsdann transformirt sich (118) in die Form: 


A 
(ee. 


ze Ka 
Villaasa, hau +3, Bl ho»+1) ? |, .. Kau-ı)I(k,, Ri kop+2)h & “ Ken) 


oder, wie ein Blick auf die []-Klammer lehrt: 
A 


. 2 m)P e ga 


“ vıla,ıs, Kaut3s, ne) kap +1) = Alky, Ei, ... kop- oh, a - a 


(120) Oyıy = 0 


Jetzt erübrigt nur noch, die Quadratwurzel zu ziehen und die unter 
dem Wurzelzeichen stehenden Differenzenproducte durch die Quadrat- 
wurzeln aus den ihnen gerade entsprechenden Discriminanten der 
Formen 9° und % zu ersetzen. Dann ergiebt sich als Endresultat 
des gegenwärtigen Abschnittes die Formel: 


8 
Rare | aD 
Vi Aydyurn oe kp Tv @, Sr Rop-t9; kı; Ru —1) 


oder kürzer geschrieben: 


iR 4 ,y 3 
(121) Gy =, el er ; Ayyrırtau 


Betreffs des betrachteten By ist somit dargethan, dass die zwischen 
dem ® und 6 vermittelnde Constante Oy,y genau den Werth hat, wie 
er der Annahme von Herrn Klein entspricht. Allgemein ist damit 
indessen die Vermuthung, dass alle Oy.r, die obige Gestalt be- 
sitzen, noch nicht bewiesen, obgleich ihre Richtigkeit in Folge des 
Umstandes, dass alle zu demselben u gehörigen 9-Functionen sich 


u; > 


durchaus gleichwerthig verhalten, kaum mehr anzuzweifeln ist. In- 
dessen ist der Beweis, dass in der That die obige Formel richtig bleibt, 
wenn statt der zunächst betrachteten Zerspaltungf—= p, 112. Wp-+ı+23u 
irgend eine andere zu demselben Werthe von u gehörige Zerlegung 
der Grundform fs, +2 angenommen wird, nicht schwer zu erbringen, 
wenn wir uns klar darüber werden, durch welche Operation man von 
einer $-Function zu einer anderen, durch denselben Werth von uw 
charakterisirten ®-Function gelangt. Hiervon soll im nächsten Ab- 
schnitt die Rede sein. 


V. Abschnitt. 


Erweiterung des im vorigen Abschnitte erhaltenen Ergebnisses 
auf alle übrigen 9-Funetionen. 


8 19. 
Allgemeines. 


Schon wiederholt hatten wir den Satz hervorgehoben, dass ver- 
möge der Addition geeigneter halber Perioden der Uebergang von 
irgend einem # zu jedem anderen bewerkstelligt werden kann. Ins- 
besondere gestattet uns demnach dieses Theorem die Verknüpfung 
derjenigen ®, welche — bei festgelegtem Querschnittsystem — 'zu 
demselben Werthe von u gehören. 

Das analoge Verhalten trifft aber auch bei den den #-Functionen 
correspondirenden 6-Functionen zu. Vermehren wir bei sämmtlichen 
6 die transcendenten Argumente um ein und dasselbe System halber 
Perioden, so kann jedes dieser für die erweiterten Argumente ge- 
bildete 6 ersetzt werden durch das Product eines Exponentialfactors 
in ein anderes für die ursprünglichen Argumentwerthe geschriebenes 
6, so dass die Addition halber Perioden eine einfache Permutation 
der 6 bewirkt, wenn man von den übrigens vortretenden Factoren 
abstrahirt. Dieses Verhalten der o dürfte im Allgemeinen bekannt 
sein; indessen in bestimmten Formeln ist dasselbe für den all- 
gemeinen hyperelliptischen Fall noch nicht zum Ausdruck gebracht. 
Nur im elliptischen Fall besitzt man die betreffenden Gleichungen. ') 
Die analoge Aufgabe für den uns interessirenden hyperelliptischen 


1) Vgl. Weierstrass-Schwarz: Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche 
der elliptischen Functionen, p. 26. (Göttingen 1885.) 


Schröder, Zusammenh, d. hyperellipt. o- u. 9-Functionen. 5 


en: 


Fall in Angriff zu nehmen, soll der Zweck der nächsten Er- 
örterungen sein. 

Da jedoch diese Untersuchung für uns gegenwärtig nur Mittel 
zum Zweck ist, legen wir uns hier die Beschränkung auf, sie nur so 
weit auszudehnen, als wir sie augenblicklich benöthigen. 

Wird durch Addition einer Periodenhälfte ein 6,,.,, in ein 
anderes 6,,..,, übergeführt, so ist dies gleichbedeutend damit, dass 
an Stelle der ersten Zerlegung der Grundform fs, +2 in die Partial- 
formen 9, und %, eine andere Zerfällung in zwei Theilformen @, und 
ı, getreten ist, die ihrerseits aus der Zerlegung f= 9, : %, so her- 
geleitet werden kann, dass etwa d, Linearfactoren von @, fort- 
genommen und zu %, hinzugefügt werden, während gleichzeitig d, 
Linearfactoren des %, zu dem modificirten p, hinübertreten. Allemal 
nun, wenn I 


a 


ist, gehören die Zerlegungen f= 9, -%, und f—=9, , zu verschiedenen 
Werthen der charakteristischen Zahl u; so oft aber d, — dy = 0 ist, 
sind gleich viel Nullstellen von @, und %, vertauscht worden, und 
mithin gehört dann auch die neue Zerspaltung f—= 9, %, und eben- 
falls das 6,,,, zu demselben Werthe des u, welcher das 6,,,, kenn- 
zeichnete. Im ersteren Falle werden durch Vermittlung einer Perioden- 
hälfte zwei o-Functionen aus verschiedenen Gruppen, im letzteren 
Falle dagegen zwei in dieselbe Gruppe gehörige o-Functionen in Be- 
ziehung gesetzt. 

Für uns ist gegenwärtig nur der letztgenannte Fall von Interesse, 
da wir bei dem noch zu erbringenden Theil des Beweises nur solche 
Periodenhälften zu benutzen haben, die auf ein zur gleichen Gruppe 
gehöriges 6 führen. 

Es fragt-sich nun, wie eine solche Periodenhälfte beschaffen sein 
muss, welche zwei 6 derselben Gruppe verbindet. Es gehöre das eine 
6 zu einer Zerspaltung: 


f= 9, (kr, k,,, a Krn2.31_9,) : Y, (Erg aya 37° Krop3)- 


Das andere 6 aber wird dann einer Zerlegung desselben Typus, nur 
mit anderer Vertheilung der Verzweigungspunkte, correspondiren, etwa: 


pille Burn A Ball 0 


Hierbei werden im Allgemeinen p, und @, eine gewisse Anzahl Null- 
stellen nicht gemeinsam haben, etwa Öd, und ebenso die beiden Formen 
%,.und %, dieselbe Anzahl nicht gemeinsamer Wurzeln besitzen. Die 


BEN Te, 


Zahl ö kann sämmtliche Werthe der Zahlenreihe 1, 2,...,p +1 — 2u 
annehmen. 

Nehmen wir nun an, um die Ideen zu fixiren, dass die Punkte 
} Kr au mit den Punkten hosıy er. ke 11_3 En über- 
einstimmen, so würden die 20 Punkte 


Kae Hr UDG Kasy Keen en hie, 


gerade diejenigen Verzweigungspunkte vorstellen, deren Vertauschung, 
von der ersten Zerspaltung zur zweiten führt. Das Wesentlichste 
aber besteht nun darin, dass sich mit Hülfe dieser 25 Verzweigungs- 
punkte auch ohne Mühe die Periodenhälfte bestimmt, welche den 
Uebergang von dem einen 6 zum anderen herstellt; sie lautet nämlich: 


Ry., en Rs 
P D D 

(122) *-/)+/[++/[- 
| ko, Ro, Rs 


P 
Diese Periodenhälfte erscheint als eine Summe von 6 Einzel- 


integralen, deren jedes für sich wieder eine Periodenhälfte repräsentirt, 
und zwar immer eine solche, welche wieder zwischen zwei bestimmten 
6 derselben Gruppe vermittelt. 

Wird nämlich zu den Argumenten des o,,,, nur der Betrag 


hy 
P pe 
2 
ky, 
kr 


addirt, so kann dem Vorstehenden zufolge für o,,,| w-+ Ih 
auf einen Proportionalitätsfactor ein anderes o,,,,(w) gesetzt werden, 
dessen Rationalitätsbereich sich aus der Zerspaltung 


f=9'%ı 
dadurch herleitet, dass man: 
& = 9%, 
e Pa 
bildet, wo: We = ey %,=d%,: a 


gesetzt ist. 
Addirt man jetzt zu den Argumenten des 6,,,,(w) die Perioden- 
hälfte: 


Dar Der 


so gelangt man in ganz entsprechender Weise zu einem neuen 6,,y, 
derselben Gruppe, dessen Rationalitätsbereich durch die folgenden 
Beziehungen festgelegt ist: 


BEE (? 73 k,,) (2 N 
e = Pe Ze k,, ML R (? ae k,,) (? ya k,,) 


(2 —_ k,.) (2 u k,,) 


2 1a 8 RT 
vs Re v2 Se h,, an e (? ar k,,) (? = k,,) 


Fährt man in dieser Weise fort, indem man nach und nach die‘ 
einzelnen in (122) auftretenden Einzelintegrale zu den Argumenten w 
addirt, so hat man durch successive Ausführung dieser Schritte eben- 
falls die Ueberführung des ursprünglichen 6, ., in ein zu dem gleichen u 
gehöriges 6 erreicht, dessen Zerspaltung die Form hat: 


& N 2 U (? =: hs) 


+1 9, (2 Sir: k,.,) (2 Re: k,.,) e: (2 5) 


ER EB N 5 ra) 
d%s+ı =, Ger der e == 2) - 


Aus alledem folgt, dass die Formel, die für die Reduction des 


Ausdruckes: 5 
kr, Kr, un) 

Rn a a | 

kz, Rs, Rss 


auf ein anderes 6 mit den ursprünglichen Argumenten w besteht, 
durch ö-fache Anwendung einer einfacheren Formel erhalten werden 
kann, die ihrerseits aus der Betrachtung des Ausdruckes: | 


b: 
Oy, Yv w ir . 
k,, 


folgt. Die Ableitung dieser Formel enthält der nächstfolgende Paragraph. 


e 8 20. 


Die O’-Functionen bei Vermehrung ihrer Argumente um halbe 
Perioden. 


Als Ausgangspunkt wählen wir ein zur Gruppe u gehöriges o, 
das der Zerspaltung . 
(123) In = (ee — k)(e—k)..... (2 — kp+ı—2u) 
9 =e—-I)@—b)....- @— bp+ı+2%) 


Er 


zugeordnet ist. Die Argumente dieses 6 setzen wir wieder als w-glied- 
20 Integralsummen voraus in der Form: 


„) 


u f+f+ +, 


y() 


so dass demgemäss das 6 selbst durch folgende Gleichung dargestellt ist: 


(124) (w,) = 


I Ä ] 2 (: Mor „0 
A u R TE j 
ITIT"ITITe@S III] e0”® 
il 1 ii 1 1 1 


e+ZH(uw+1) 


et) 


‚2u—1 ‚2u —2 > ‚2u—1 
X , X Kyeee Kg 
ure —1 ae — * m za? —1 u 


A] ? 1 2 guehs 3 2 an di; 
‚2u—1 ‚2u—2 , I U [| (Vp,(a®)VÜ, (yD)). 
Ei Yyı 2 rn Yı Ya; .. de } u Y3 , 1 

(wu —1 (w24—2 (u) u2u —1 
= Yı ? ind Yyı Ya RE OH eg yo | 


I; 


Bildet man jetzt den Ausdruck: o| w. +/ ‚wo k. und % 
ky 
irgend welche Nullstellen von 9, resp. %, bedeuten, so stellt sich 
derselbe gleichfalls durch ein dem obigen völlig ähnliches Gebilde 
dar, nur dass zu dem Quotienten der doppelten Producte noch ver- 
schiedene Factoren hinzutreten und dass ferner statt der 2u-gliedrigen 
Determinante eine (2u + 2)-gliedrige auftritt. Die betreffende 


Gleichung lautet:') 


(125) Band Be 


Mr 
:] E 9, 
run 1 Re, 
1) ER 
wu u 9 u u u 
Bi Is» Bi [ ] (a? 9) :] : UyOy®) 
u 1 


1) Es ist zu beachten, dass die Zahl ı v hier den Werth w—+-1 hat, während 
vorher das v gleich u war. 


a 
m 
#1) P]{2@9%) 2@®1)} 
il 


ff ER Es 
%,3) Ki] (a9 x) y®ı,) :] !2(&® 1) 2 (y®%,) 
@o]T! ı Mi | 
u VA) u," "Va; Van “ 


EYE... BZ: Ge; Vo) @) 
IE Vp,(l (l; 5 oo. Dr K" Vo, (1,) y Vv(l) (1,) 
—y E va A u V9 2 vuW) 


yo 00) Ge, we Vo. vv) vo) 
ki," Vplko),.= er Volk); Volk) 

Da nun %, eine Nullstelle von 9,, und /, Nullstelle von »%, war, 
so sind einerseits die (2u + 1) ersten Elemente der letzten Horizontale 
und andererseits das letzte Element der (u 4 l)ten Horizontale der 
Determinante gleich Null. Demgemäss reducirt sich die Determinante 


bei Entwicklung nach den Elementen der letzten Horizontale auf 
den folgenden Ausdruck: 


al en er 160 Eu 3; 
„er? Mi „gar 
ee eleeekte Se 3 RE a er 
0: BE er nen Br VP (Is) vv (k,) » | | Vp, (x®) VPY. (y®) 
‚Zu r2u 1 
Ya sein scan. Ya 
N ah. yS >“ 


oder, da die hierbei auftretende Determinante einem bestimmten 
Differenzenproducte gleich ist, auf: 


0: II (20 1.) III (29 y®) IH (yol)- III (2929) (yay®)) 
.Vr,V.%: :] VAVo). 


Mithin wird dann, wenn wir die rechte Seite von (125) gehörig 
zusammenziehen und die früheren Bezeichnungen M und D beachten:') 


1) Vgl. $ 2. Glgn. (11) und (12). 


DR 


(126) 0 + | eo 2) HI. EICHART0 


2 (kr, (OR) 2 (29 1). 2. (y®%,) 


-Vp (ll) Vp()-Mle,.., 00; y,..., y0]-Die,..., 0; y,...,y@). 
Werden für die in dem Product auftretenden 2-Functionen ihre 

wirklichen Werthe eingetragen, so nimmt der besagte Factor zunächst 

die folgende Gestalt an: 

5 (2®7,) 2 (kr) 2 (y1,) 

LaOR) Al) 2 (y®r,) 


(127) 


ZUR, Zi, dx 
ge 3|lCor-Eort+dor- Con] 


(yP kr) 


Die weitere Behandlung der rechten Seite beruht nun in der 
Betrachtung der im Exponenten von e auftretenden Integrale III. G., 


die sich sämmtlich dem Typus Q>} unterordnen. Beachten wir dabei, 
dass im vorliegenden Fall bei der Annahme, dass die Integrations- 
wege keine besonders in Betracht zu ziehenden Complicationen dar- 


bieten, jeder vom Punkte (x, Vf (x)) nach einem anderen Punkte (y, Vf(y)) 


verlaufende Integrationsweg ersetzt werden darf durch den conjugirten 
Weg, wenn nur gleichzeitig in jedem Integralelement Yf(z) durch 


— Vf(z) ersetzt wird, so geht die rechte Seite der letzten Gleichung (127) 
ohne Schwierigkeit in folgenden Ausdruck über: 


(1) la kr) 2(yP 1, 


128 Bus : SE 
( ) (x %,) v (= 1,) v (YO r) 


u 0 


d:) 
A («D1) Y@a®) en ro @ De 
V(@Or) V(y®Rr) 


I; I Ge 
"Vre@Vf@) + Fer) , @d7) 
| 26)" vie 

; = | 
geschrieben ist und somit einer bestimmten halben Periode der 


Stammform Z@® gleich ist. Wird diese Periode, welche aber noch 


von 2 abhängt, was bei der Integration nach 2 von Bedeutung wird, 
p 
mit BIO) = De“ [nel (s. Glg. (42)) bezeichnet, so er- 


I 


4 L 
wo abkürzender Weise (ZOO): für 


er er 


halten wir, wenn das gefundene ee in (126) eingetragen wird, 


Folgendes: 
e 2 (kr 1.) 20% 
(129) 6 o+ | Beete., 


Y 2 (fr) 


V («91 ) V@®ı,) . Ehe 2 
Vo) Vor) I Mia, ...,y@].D[e, ..., 90]. 


In ganz entsprechender Weise ergiebt sich eine Umformung für den 
Factor: 


2 Zi & 1) 

ni RER -Vp, (1) V v, (k,)) 
Es zeigt sich auch hier durch Einführung des Werthes von &(k/, 1,) 
und Betrachtung der Integrationswege, dass dieser Ausdruck gleich 
dem Product eines algebraischen 'Theils und einer Exponentialgrösse 
mit constantem Exponenten wird. Das Resultat der betr. Rechnung 
lautet: 


(130) 


1 ar 


21 .Yg9(l) (bi )Vv, (k/) (kr) 


ER ERAOLIEN D> "dk [ech 


NE 2 
sl DINO 


wo durch 9,’ und %, die ersten Derivirten der Formen 9, und », be- 


zeichnet sind und ferner [o.Jk. die Periode des Integrals ww. bedeutet, 
deren Hälfte dem Integral 


I; 


BIN te ER («d2) 
' 770 


kt 


gleich ist, 
Hiernach geht die Glg. (130) in folgende über: 


| | BEZOLTOEE 


ei NG (v. SE + a @Pı)@ ] R) (y® ] ET 


GERT m 


Die rechte Seite dieser Gleichung aber gestattet eine bemerkenswerthe 
Umformung. Die Grösse D, welche im Allgemeinen die charakte- 
ristische, in der 6-Definition auftretende Determinante vorstellte, zer- 
fällt in dem gegenwärtig betrachteten Falle, dass v = u sein sollte, 
in zwei Theile, deren einer das aus den Punkten #, x”, ...., x, 


Y,yYy,..., y@) zu bildende Differenzenproduct, und deren anderer 
(u) 

das Product I:|(v$: (x®)Yop,(y®)) war. Nehmen wir mit diesem 
1 


TV eo" w 
; («®1,) (yPr,) 
zusammen, so sehen wir, dass bei jedem Yy, (2®) der Factor (OR) 
fortfällt, dafür aber ein neuer Factor (z%l,) wieder hinzutritt. 


Das Entsprechende gilt von den vA.W"). Folglich besteht die 
Ralation: 


= z® 1) (y® 1 (K) 
(131) Il Ve (a9) » p,(y®) a op ar 0%) = [lvo 6; 9,(y), 
1 


wo wir mit 9, und %, zwei neue Partialformen der Grundform fs, +2 
bezeichnen, welche bezw. die folgenden Nullstellen haben: 


letzteren Factor nun das oben auftretende Product 


al Sue a ee neh 
ER RR VER RER SORTE ED BIENEN 


Mit dem genannten Differenzenproduct zusammen bildet nun die 
(u) 


Grösse 1: | VYy;(x®)p,(y®) wieder einen Ausdruck D,, welcher für 


das zur Faltung f= 9, %, gehörige 6 dieselbe Bedeutung hat, 
wie D, für das zur ursprünglichen Zerfällung: f= g, - %, gehörige 
6. Demzufolge geht (130a) über in: 


| I; 4 ARE 20) VBBERRRERRSETR 3 En Ss wat 70.) 
et HL) Er) 32" x 
2 “+ / Pi (k, 1)” Pı (ke, vi (uyrof 15 u 


Hierfür aber schreiben wir auf Grund der Gleichung: 


1 
GL u) 


(7 1) E M i D, > Gy, (W) 


unmittelbar: 


Se 


I; 
002 net / 
1 "y 


p 
: a. 
=: V Hl) >>; tu (0a +4 eg 


(k, 1) :p, : (k,) Y, j ( L,) x Op, Ws (w). 


Mit dieser Gleichung ist das in Aussicht genommene Ergebniss ge- 
wonnen. Inhaltlich besagt die letzte Relation folgendes: „Vermehrt 
man die Argumente des zur Gruppe u gehörigen 6,,,, um die 


I; 


Periodenhälften: / ‚ wobei %, eine Nullstelle von 9,, I, aber eine 


Ko 


= I; $ 
Nullstelle von %, ist, so ist | w+ I ,‚ abgesehen von einer 
Ka 


Einheitswurzel o, einem algebraischen und einem Exponentialfactor, 


gleich einem anderen für die ursprünglichen Argumentwerthe ge- 
bildeten o,,,,, dessen zugehörige algebraische Zerlegung durch Ver- 
tauschung der Punkte k,- und /, aus der Zerspaltung f= 9, : d, her- 
vorgeht und somit zu demselben Werthe von u gehört.“ 

Durch wiederholte Anwendung der Formel (132) können wir 
jetzt irgend ein 6 mit jedem 6 derselben Gruppe verknüpfen, indem 
wir nämlich die Vertauschungen von mehr als einem Paare von Ver- 
zweigungspunkten der Reihe nach einzeln ausgeführt denken. 

Schliesslich bemerken wir noch, dass die Gleichung (132) als 
die directe Verallgemeinerung der entsprechenden für den elliptischen 
Fall bekannten Formel anzusehen ist,') und dass in der That die 
für p = 1 geltende Formel in unserer Gleichung als Spezialfall ent- 
halten ist. 


8 21. 


Anwendung des letzten Ergebnisses zwecks Ermittlung der bisher 
nicht erledigten COyy- 


Wir waren in unserer Hauptuntersuchung bekanntlich so weit 
vorgeschritten, dass wir die von Herrn Klein für die Natur der (,, 
aufgestellte Formel für den Fall wu = 0 allgemein und für u>0 für 
je ein besonderes 9 jeder Gruppe als richtig erkannt hatten. Es 


1) Vgl. Weierstrass-Schwarz, Formelsammlung p. 26. 
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erübrigte noch, die Richtigkeit des betr. Theorems auch für alle 

übrigen & derselben Gruppe darzuthun. Diese Forderung lässt sich 

nun mit Hülfe der Formel (132) in der That sehr leicht erfüllen. 
Nehmen wir nämlich einmal an, es sei für irgend eines der zu 

einer Gruppe u > O0 gehörigen ® nachgewiesen, dass das zugehörige 

Ogyy den Werth: Pr; 

ya 972, 


ee re ee 


habe, so können wir von diesem ® aus durch Vermehrung der 
Argumente um eine Periodenhälfte zu einem anderen ® derselben 
Gruppe gelangen. Anstatt nun den Uebergang von den #-Functionen 
aus zu bewerkstelligen, gehen wir auf die 6 zurück. Um auf das 
Ergebniss des letzten Paragraphen recurriren zu können, gehen wir 
wieder von demjenigen 6 aus, welches der dort genannten Zerlegung: 
f=9,-vY, entspricht. Dieses 6 .ist mit seinem ihm bei der einmal 
angenommenen Zerschneidung der Riemaunn’schen Fläche correspon- 
direnden # durch die Gleichung: 
Il) = OO" er op) 

verbunden. 

Vermehren wir beiderseits die Argumente um die Periodenhälfte: 


I; 

P ® 
7% BJ ’ 
Ku 


so erhalten wir zunächst: 
l; I; 
s P 4 
Ga (v nu 
Von ® + / SE o : C 1% " € 7 5 Op, w + / h 
R,.' ER 


Die rechte Seite aber geht mit Rücksicht auf die Schlussgleichung 
des $ 20 über in: 


a 7 
: P 
(133) Vo ® +/ 0 Op “K. (+3) 5 ; Op, (W), 
Kr 
wenn wir der Kürze halber: 
4 I, ] EREN 
V He Yılhe) er" und 


(1)? 9b) (Re) 


Be (ww +0) —=L 
1 


(134) 


setzen. 


Br 


Die Function 6m, eorrespondirt nun ihrerseits wieder einem 
bestimmten 9 bei gegebener Zerschneidung, das wir mit 9y,y, be 
zeichnen. Für dasselbe besteht ebenfalls die Gleichung: 


pp, (v) 70% Oysy, a Op (%); 


(135) Op, () 0 On € - >) Don, , (v) 
folgt. 

Die Substitution dieses Werthes in (133) liefert uns dann die 
Relation: 


RG ee — 6, (w) + L 
(136) 3 () 7 z=0r7 ee .e ( ) . KREHA (v) 


woraus 


Diese Gleichung würde nun aussagen, dass eine 9-Function bei Ver- 
mehrung ihrer Argumente um eine Periodenhälfte abgesehen von 
einer noch nicht näher fixirten Einheitswurzel ersetzt werden kann 
durch das Product eines nur von den Öonstanten des algebraischen 
Gebildes abhängigen Ausdrucks, eines Exponentialfactors und einer 
anderen für die ursprünglichen Argumentwerthe geschriebenen 
9-Function. Diese Formel enthält also mehr als die bereits früher 
[vgl. $S 2, Glg. (22)] für dieselbe Operation mitgetheilte Formel, nach 
welcher die rechter Hand stehende ®-Function nur mit einem Ex- 
ponentialfactor und nicht noch ausserdem mit einem nur von den 
Constanten des algebraischen Gebildes abhängigen Factor behaftet 
war. Da nun beide Gleichungen inhaltlich genau dasselbe ausdrücken, 
können sie auch äusserlich nicht verschieden sein und es kann die 
eine nicht mehr enthalten Be als die andere. Folglich muss die 


:-K 
in (136) auftretende Constante Spy ‚ die nur von den Öonstanten 
Pa Ws 


der Riemann’schen Fläche abhängt, aus der Gleichung (136) heraus- 
fallen; dies geschieht aber nur, wenn 


Ge 1 
Po %y 
ist, oder wenn, anders geordnet: 


a ae 
RL 
(137) Op 0 Oy, Yı Ve (%,) Y ( I,) - (k, 1,)? 


ist. | 

Eingangs dieses Paragraphen hatten wir nun die Annahme gemacht, 
dass die Constante Oy,,,, im Einklange mit der zu verificirenden 
Formel bekannt sei und den Werth habe: 


. —- N — 


VE yZ 
Cy, en gu ; (2 m)? { V4y. / Ay, 


Alsdann aber wird, wie eine leichte Betrachtung der Gleichung (137) 
ergiebt: 


BE. are 
(138) Op, oT gu R V; m)P f wer, j Try, ’ 


da die Gleichungen: 


Q, 1,) 3 6 
Ag, =_0: Ag, : een, und 
(139) ; 


Y,(k, 
I, =0:Ay. R | 
bestehen. 

Hiermit aber haben wir das Ziel unserer Betrachtungen erreicht. 
Denn in der That ist uns durch die Darlegungen des IV. Abschnitts 
die Richtigkeit der in Frage stehenden Gleichungen für ein be- 
stimmtes o jeder Gruppe gesichert gewesen. Vermöge der im $ 20 
entwickelten Hülfsmittel vermögen wir, von diesem 6 ausgehend, 
schrittweise zu jedem anderen o derselben Gruppe zu gelangen, oder, 
was damit gleichbedeutend ist, wir können aus dem zu dem be- 
kannten 6 zugehörigen CU, nach der soeben angewandten Methode 
thatsächlich die Werthe der bisher nicht erledigten O,,, einer und 
derselben Gruppe sicher herleiten. Dabei zeigt sich wiederum, dass 
der Typus der sämmtlichen O,, ein durchaus einheitlicher ist und 
genau den Erwartungen von Herrn Klein entspricht. Wir heben 
zum Schluss dieser Betrachtungen also das Eine hervor, dass bei 
Zugrundelegung des in der Einleitung beschriebenen Schnittsystems die 
gestellte Aufgabe vollständig erledigt (st. 

Nach zwei Richtungen hin bedarf unsere Untersuchung indessen 
noch einer Erweiterung. Erstens wäre nämlich noch die immer 
durch das Symbol go bezeichnete unbestimmte 8. Einheitswurzel') 
genau festzulegen; und zweitens müsste, was im Vorstehenden in 
Bezug auf jenes ein für allemal zu Grunde geleste Schnittsystem 
der Riemann’schen Fläche durchgeführt wurde, von der besonderen 
Natur des Querschnittsystems abgetrennt werden. Das Mittel zu 
der letzteren Ausdehnung der Untersuchung bietet die Theorie der 
linearen Transformation der Perioden, deren Grundformel sich 
bereits in Herrn Thomae’s Arbeit: „Beitrag zur Theorie der 
Abel’schen Functionen“ (Urelle’s Journal, Bd. 75) findet?). Mit dieser 


1) S. Thomae: Beitrag zur Theorie der Abel’schen Functionen (Crelle’s 
Journal, Bd. 75, p. 234 bis 237). 
2) Ebenda p. 235, Glg. (13a). 
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Erweiterung des Besultates würde zweckmässiger Weise gleichzeitig 
die Feststellung der 8. Einheitswurzel o und deren Aenderung beim 
Uebergang. von einem zum andern Querschnittsystem zu verbinden 
sein. Insbesondere diese letztere Untersuchung dürfte einstweilen 
noch beträchtliche Schwierigkeiten aufweisen. Infolgedessen wollen 
wir gegenwärtig gänzlich von der Inbetrachtnahme der linearen 
Periodentransformation absehen und mit dem bisher erlangten Resultat 
unsere Aufgabestellung als erledigt ansehen. 

Nur rücksichtlich der im Vorstehenden angewandten Methode 
machen wir zum Schluss noch eine Bemerkung. Bekanntlich hatten 
wir ım Falle u = 0 vermöge der Riemann’schen Differential- 
gleichungen (23) für d log Ü eine Differentialgleichung hergeleitet, 
deren Integration das gesuchte C selbst ergab, während für u>0 
die Methode der $-Quotientenbetrachtung zum Ziele führte. Es liegt 
nun die Frage nahe, ob sich nicht etwa alle C,, nach einem ein- 
heitlichen Verfahren ermitteln lassen und beispielsweise auch für 
u>0 sich die Differentialgleichungen (23) in entsprechender Weise 
ausnutzen lassen wie für u—=0. Man erkennt nun bei geschickter 
Ueberlegung, dass dies auch für u> 0 wirklich der Fall ist; jedoch 
nimmt die betr. Differentialgleichung eine complicirtere Form als im 
Falle u = 0 an. Am leichtesten lässt sich diese Rechnung im Falle 
der elliptischen ungeraden & durchführen (p=1, u=1), wovon jetzt 
‚noch im letzten Paragraphen die Rede sein sol. Aufp>1, u>0O 
kommen wir bei einer anderen Gelegenheit zurück. 


S 22. 
Das directe Verfahren bei p=]1, u=l. 
Den Ausgangspunkt bei »=1, u—=1 bildet die Gleichung: 


Be Ce 

(140) 9,1(0) = Oie- ?% - 6a, 2, 3,9%), 
wo 6 eine Reihenentwicklung von der Form 
(141) sw)=w-+tauw-+- 
besitzt. 

Wenden wir auf (140) die Operation an: 
7449 AO) 0% 
ee) 


so entsteht, nachdem noch v»= 0 gesetzt ist, die Gleichung: 


(143) dlog(Cı- 0) = 2, - + a) dh, 


3 


% 

A 
Nun ist aber nach (54): 

d Ari 
(144) 7 an 
Mithin wird: 

I: M, dk, 
(143) IE > 5-6 a) 
Auf Grund der allgemeinen über die Potenzentwicklungen der 6 ge- 
machten Angaben soll ferner a eine ganze rationale Invariante der 
Form vierten Grades f, sein, vom Grade 1 in den Üoefficienten von f,- 
Eine derartige Invariante aber exiftirt bekanntlich nicht; mithin ist: 


(145) o—=0, 
so dass | 
= dk, 
Eh m 

(146) dlog (O10,) = —- 3 Lie, FR) 
Durch die aus (61) fliessende Gleichung: 

u sei ıT 
) © Ei) F 21/(R,) 
wird (143a) übergeführt in: 
(148) dlog (CO, :@,) = = dlog + 155, 5 dkı. 
Dies aber: ist ohne Was integrabel, da: 

SUR) 
Mi a) dk, = dlog (Diserim. f,) = dlog 4,, ist. 


SR erhalten wir: 
dlog (C110,) = dlogo, + + dlog 4, 
oder: 
En OL. 
C1:9, —0:Va’:VA,, 
also: | 


5 2. Ray MIR 
(149) Oy1 TER 0 7 Ve, y V4,;. : 
Hierbei stellt o wieder eine Einheitswurzel im Verein mit einer etwa 
hinzutretenden numerischen Constanten vor, auf deren Bestimmung 
wir an dieser Stelle nicht näher eingehen. 

Damit ist unsere Untersuchung vorläufig beendet. 
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